Décomposition de Fitting et conséquences

Dans tout le devoir, on fixe un corps K et un K-espace vectoriel E de dimension finie.

A. Décomposition de Fitting

Dans toute cette partie, on fixe un endomorphisme u € £(E).

1. Montrer que la suite (ker u¥), cp, (dite suite des noyaux itérés) est croissante pour I'inclusion, c’est-a-dire
que Yk € N, ker uk C ker uk+1,

2. Soit k € N tel que ker uk = ker uk*1. Montrer que ker u%*1 = ker uk+2,
3. Déduire de ce qui précede l'existence de p € N tel que

{0g} = keru® C keru! ¢ - C keruf = ker uP*! = keruf*? = ...

4. Montrer que 'entier p de la question précédente vérifie

p+1 p+2 = ...

E=imu’ 2imu! 2 2imu? =imuf™ =imu

Dans toute la suite, on posera
E () =keru? et  Ey,(w)=imu?,
ot p € N est 'entier défini dans les questions[3]et[4]

5. Induit nilpotent.

(a) Montrer que E_;;(u) est un sous-espace vectoriel de E, stable sous u, tel que 'endomorphisme u,;
induit par u sur E_;;(u) est nilpotent.

(b) Soit N un sous-espace vectoriel de E, stable sous u, tel que I'endomorphisme induit par u sur N
soit nilpotent. Montrer que N C E_;;(w).

6. Induit inversible.

(a) Montrer que E;,, (1) est un sous-espace vectoriel de E, stable sous u, tel que 'endomorphisme
Uy induit par u sur E;,,(u) est un automorphisme.

(b) Soit I un sous-espace vectoriel de E, stable sous u, tel que I'endomorphisme induit par u sur I soit
un automorphisme. Montrer que I C E;,,(w).

7. Montrer la décomposition de Fitting : E = E_4(u) @ Ey,,, ().
p g nil inv K[X] N K[X]

8. Et en dimension infinie ? On considére 'endomorphisme de dérivation D : { P pr
> P

(a) On suppose K de caractéristique non nulle.

Trouver deux sous-espaces vectoriels N et I, stables sous D, tels que 'induit de D sur N (resp. sur
I) soit nilpotent (resp. un automorphisme) et que K[X] =N @ L

(b) On suppose K de caractéristique nulle. Montrer qu’il n’existe pas deux tels sous-espaces vectoriels.
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B. Semisimplicité de la valeur propre 0

On fixe encore u € B(E). On reprend les notations de la partie précédente, dont I’entier p € N défini aux

questions[3]et

D’apreés la construction de la premiére partie, les conditions suivantes sont équivalentes :

@ p<1;

(i) keru = keru?;
(iii) Ey(u) =keru;
(iv) imu = imu?;
(V) Ejpy(w) = imu;
(vi) rgu = rgu?.

On dira que u posséde la propriété (x) pour résumer ces propriétés.

9. Montrer que u posséde la propriété (x) si et seulement si E = keru @ im u.

10. Montrer que u posséde la propriété () si et seulement s’il existe une base B = (ey,...,¢,) de E, un

A 0
entier r € [[0,n] et une matrice inversible A € GL/(K) tels que Matg(u) = <O O)'
11. Montrer que u posséde la propriété («) si et seulement s’il existe u* € %(E) tel que uou* = u

fou=uetu® cuou’ =u".

fou,
Ueou

12. Montrer que u possede la propriété (x) si et seulement s’il existe un polynéme P € K[X] tel que 0 soit
une racine simple de P et P(u) = 0.

C. Dénombrement sur les corps finis

On suppose dans cette section que K est un corps fini, dont on notera q le cardinal.E]

Pour tout n € N, on note vy, le cardinal du groupe fini GL,(K) (qui dépend donc de g, méme si la notation ne
le signale pas). Point zérologique : le groupe GLy(K) est réduit a la matrice () = I, donc y, = 1.

13. Soit n € N. Montrer, sans aucun dénombrement, que y,, divise y, 1.
14. Soit n € N*. Soit V un K-espace vectoriel de dimension n. Montrer que V posséde y,, bases.
15. Soit n € N* et A € M,(K). On note, pour tout j € [[1,n], C;(A) € K" la j-iéme colonne de A. Montrer

A € GL,(K) & Vj € [1,n],C/(A) & Vect(C1(A),...,Cj_1(A)),

avec la convention Vect() = {0} pour le cas j = 1.
n

16. En déduire Vn > 1,y, = ¢""~1/2 H(qf -1).
=1

On constate que cette formule reste correcte dans le cas n = 0, qui n’a été exclu des questions précédentes
que par commodité.
17. Soit k € [[0,n]] et V un K-espace vectoriel de dimension n.
(a) Soit Vy et V, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de V, avec dimV; = k.
Combien y a-t-il de bases de V adaptées a la décomposition V=V; @ V,?

(b) En déduire que le nombre de couples (V{,V,) de sous-espaces vectoriels supplémentaires de V
Yn

Yk Yn—k ‘

1. Les cardinaux des corps finis sont exactement les nombres de la forme p¢, avec p premier et d € N*. Mais ce fait n’a pas

vérifiant dimV; =kest o,y :=

d’importance ici.
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18. Soit k € [[0,n]] et V un K-espace vectoriel de dimension n.
. ; , . n .
(a) En adaptant la question précédente, déterminer le nombre [ k] de sous-espaces vectoriels de
dimension k de V (c’est le g-analogue du coefficient binomial).

(b) Constater que [Z] = [ " k] . Que penser de I'explication « le supplémentaire d’un sous-espace
n—
q q

n n
vectoriel de dimension k étant de dimensionn —k, on a [k] = [ k] par bijection » ?
q
19. Justifier rapidement que le nombre d’endomorphismes nilpotents d’un K-espace vectoriel W de dimen-

sion finie ne dépend que de sa dimension (et du cardinal g du corps).

On notera v, le nombre d’endomorphismes nilpotents d’un K-espace vectoriel de dimension k € N. L'unique
endomorphisme de I'espace vectoriel trivial étant I’endomorphisme nul il est nilpotent et on a donc vy = 1.
n
20. En utilisant la premiére partie du probléme, montrer Vn € N, q"2 = ) OnkVk Yn—k-
k=0
21. Déterminer v, et utiliser la relation précédente pour en déduire v,.

n(n—1)

22. Montrer (sans récurrence) que Yn € N,v,, = ¢ et en déduire une justification de la phrase « étant

donné un espace vectoriel fini V de cardinal N, la probabilité qu un endomorphisme de V soit nilpotent

est exactement N »

D. 4-modules indécomposables

Dans cette partie, on considére une sous-algébre 4 de B(E).

» Un sous-espace vectoriel F de E est dit .%-stable si Va € /,a[F] C F.
Pour gagner du temps, on écrira A-module au lieu de sous-espace vectoriel A-stable.

» Un -module non trivial M (c’est-a-dire différent de {0}) est dit décomposable s’il existe deux A-modules
non triviaux Fy et F; tels que M = F; @ F,. Il est dit indécomposable dans le cas contraire.

» Soit F un A-module et ¢ € E(F). On dit que ¢ est A-équivariant si Vx € F,Ya € A, cp(a(x)) = a((p(x)).
On note End 4 (F) 'ensemble des endomorphismes .%-équivariants de F.

23. Soit F un -module. Montrer que End 4, (F) est une sous-algebre de £(F).
24. Soit F un /6-module et ¢ € End 4, (F). Montrer que ker ¢ et im ¢ sont des 4-modules.

25. Soit F; et F, deux 4-modules en somme directe. Montrer que le projecteur p sur F; parallélement a F,
(qui est donc un endomorphisme de F; @ F,) appartient a End 4, (F; @ F,).

26. Soit M un -module non trivial. En utilisant la décomposition de Fitting, montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) M est indécomposable;
(ii) tout élément de End 4, (M) est un automorphisme ou nilpotent;

(ili) pour tout ¢ € End_, (M), au moins I'une des deux applications ¢ et idy; —¢ est un automorphisme.

2. C’est aussi 'endomorphisme identité, et il est donc aussi inversible. L’anneau des endomorphismes de I’espace vectoriel
trivial est 'anneau nul, d’ou ces bizarreries zérologiques. Elles jouent cependant un réle qui peut étre important dans la théorie, un
peu comme I’égalité 0° = 1.
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