Utilisation de la topologie pour les EDOs

Merci d’indiquer sur la premiére page de votre copie le temps passé sur le devoir.

Soit (E, |-|) un espace vectoriel normé.
» Une application @ : E — E est dite contractante s’il existe k € [0, 1] tel que
vx,y € E, |@(x) — ()] < klx - yl.

» Etant donnée une suite (x,),c € EV, on dira que la suite est une suite de Cauchy ssi

ve > 0,3N € N,vp,q > N,

Xp - XqH <é&.

» On dit que l'espace vectoriel normé (E, |-|) est complet ssi toute suite de Cauchy dans E est convergente.

A. Autour du point fixe de Picard

Q1. Montrer que toute suite convergente est une suite de Cauchy, et que toute suite de Cauchy est une suite bornée.

1. Point fixe de Picard

On fixe dans cette sous-partie une application ® : E — E contractante.
Q2. Soit une suite (x,),c € EN vérifiant
vneN, x4 = D(x,)
Montrer que (), €st une suite de Cauchy.
Q3. (Théoréme du point fixe de Picard)
On suppose que (E, |-|) est complet.
Alors @ admet un et unique point fixe.

2. Exemples d’espaces non complets

On cherche dans cette sous-partie a construire des exemples d’espaces non complets, c’est-a-dire de suites de Cauchy qui ne
convergent pas.
Q4. On consideére la suite (), € QI définie par x, = 4 et
vneN, x,,1 = l(x,, + i)
2 X

Montrer que la suite (x;,),¢n est bien définie, qu’elle est de Cauchy mais qu’elle n’est pas convergente dans Q (c’est-a-

dire qu’il n’existe pas de x € Q tel que x;, o x).
Les contre-exemples suivants fonctionnent sur le méme principe : on construit des suites de Cauchy qui convergeraient si
on prenait un « espace plus grand » (complété de 'espace de départ) mais qui ne convergent pas dans I'espace de départ.
Dans les questions Q5 a Q7 on pose E = €°([0, 1], C) muni de |-|,.
Q5. Pour tout n € IN* on considére la fonction f, € E, affine par morceaux, nulle sur [0, % - %], égale a 1 sur [l + i, 1] et

2 2n
1 1 1
affine sur [——— =

ik 21_n] (cf. schéma en annexe).
Montrer que la suite (f;),cp+ est une suite de Cauchy et qu’elle n’est pas convergente.
Dans les questions Q6 et Q7 on définit ® : E — E par
1
ye) o
Vy €E, O(y) : t > 1+t£ S—zds sit#0
1+ y(0) sit=0.
et on considére une suite (y,), Vérifiant
vn € N, yi1 = Py

Q6. Montrer que ® est bien définie et contractante, et en déduire que (y,),¢n est une suite de Cauchy.
Q7. Montrer que la suite (y,),n n’est pas convergente.
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3. Exemples d’espaces complets

Q8. Montrer que pour E = C muni de ||, toute suite de Cauchy est convergente.
Indication. On pourra utiliser que dans C, toute suite bornée admettant une unique valeur d’adhérence est convergente.

On cherche dans les questions Q9 a Q11 a montrer que E = €°([0, 1], C), muni de ||, est un espace complet.
On fixe donc une suite de Cauchy (3,) e € EN.
Q9. Montrer qu’il existe une fonction y : [0, 1] — C bornée telle que

vt € [0,1], yu(8) =2 ¥(®)
Q10. Montrer que

sup [yn(t) = y(@®)l =2 0
tef0,1]

Q11. Montrer que y est continue et conclure.
Pour A € R on notera dans la suite du sujet, pour y € €°(R,, C)

Voo = sup(ly(®)] e) € [0, +co]
>0
et
By ={y € €°R,O) | [yl s < +o0}

Q12. Montrer, en s’inspirant des questions précédentes, que (E,, [, 1) est un espace vectoriel normé complet.

B. Applications aux équations différentielles

Dans toute cette partie on fixe une fonction continue f : C — C et un point y, € C.
On note (P) le probléme de Cauchy

=0, /@) = f(y(®)
®: { y(0) =

On note aussi, pour toute fonction continue y : R, — C,

t
B(y) ity + jo FOs))ds.

1. Cauchy-Lipschitz
Dans cette sous-partie on suppose qu’il existe L > 0 tel que f est L-lipschitzienne, c’est-a-dire
Vi, xp € C, [f(x) = )l <L Ixy — x

et on fixe A < —L.
0Q13. (Lemme intégral de Gronwall)
Soient zy € R, @ € €°(R,, R,).

Soit z € €°(R,, R,) telle que, pour tout t > 0, on ait
t

z(t) <z + J a(s)z(s)ds.

0
Montrer que pour toutt > 0ona
t
z(t) < zOeJO a(s)ds

Q14. Soity : R, — C.

Montrer que y € €1(R,, C) et est solution de (P) si et seulement si y € E; et &(y) = y.
Ainsi par la question Q14, résoudre le probléme de Cauchy revient a trouver un point fixe de ® dansE,).
Q15. Montrer que E, est stable par ® et que I'application induite sur E; par ® est contractante pour la norme || ;.
Q16. (Théoréme de Cauchy-Lipschitz)

Conclure sur I'existence et I'unicité d’une solution de classe € sur R, au probléme de Cauchy (P).
Q17. » Montrer que pour f : x = x% et y, > 0 il n’y a pas existence de solution au probléme de Cauchy (P) sur R,.

» Montrer que pour f : x — \/m et yp = 0il n’y a pas unicité des solutions au probléme de Cauchy (P).

Ainsi la question Q17 montre qu’on ne peut pas se contenter de ’hypothése de continuité de f pour garantir 'existence et
l'unicité d’une solution au probléme de Cauchy (P).
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2. Module d’uniforme continuité

Pour tout r > 0 on pose

w(r) = , Su)P C2(|f(x1) = f(x2)]) € [0, +00]
\XELXJZCZ‘ESV

c’est-a-dire le supremum des écarts que peut prendre f entre deux points a distance au plus r.
Q18. Déterminer une CNS sur w pour que f soit uniformément continue.
On suppose désormais que f est uniformément continue, la fonction w est alors appelée module d’uniforme continuité
de f.
Q19. Montrer que w est :
» croissante,
» sous-additive (c’est-a-dire Vry,ry € Ry, w(ry +1ry) < w(ry) + w(ry)).
0Q20. Déduire de la question Q19 que w est a valeurs finies et uniformément continue.
Q21. Déduire des questions précédentes que

(r) = Ops 4oo(r)-

3. Un lemme de Gronwall-Osgood

Dans cette sous-partie on fixe une fonction o : R, — R, continue, croissante et strictement positive sur R}.
Q22. Soient zy > 0 et @ € €°(R,, R,).
Soit z € (R, RY) telle que, pour tout £ > 0, on ait

t
z(t) < zg + J a(s)w(z(s))ds.
0

Montrer que pour tout ¢ > 0,
z(t) t
J dr < J a(s)ds.
20 o(r) 0
Q23. Soient zy = 0 et & € €°(R,, R,).
Soit z € ‘?50(]R+, R, ) telle que, pour tout ¢ > 0, on ait

t
zZ(H) <0+ J a(s)w(z(s))ds.
0

Montrer que pour tout ¢ > 0,
z(t) t
J dr < J a(s)ds.
o ) Jo
0Q24. (Lemme d’Osgood)
On suppose de plus que

Jli:m
0 a)(r) '
t

vt >0, z(t) < J a(s)w(z(s))ds.

0

Soient @ € €°(R,, R, ) et z € B°(R,, R,) telle que

Montrer que z = Og, R, -
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4. Cauchy-Osgood
Dans cette sous-partie on généralise 'hypothese de lipschitzianité de f : C — C par ’hypothese
> f est uniformément continue et non constante,

» son module d’uniforme continuité o vérifie

Jli e
0 o(r)

On remarque que par les questions Q19 et Q20, w est croissante et continue, comme f n’est pas constante, w est de
plus strictement positive sur R. Ainsi w vérifie les hypothéses de la sous-partie précédente (il n’est pas demandé de le
redémontrer).
Q25. (Théoréme de Cauchy-Osgood unicité)
Montrer que (P) admet au plus une solution de classe € sur R,..

On cherche désormais a prouver I’existence d’une solution. La fonction ® précédente n’est plus nécessairement contractante,
on ne peut donc plus appliquer le théoréme du point fixe de Picard.
On va néanmoins considérer la suite itérée qui permettait de montrer le théoréme du point fixe de Picard, et montrer «a la
main» qu’il s’agit bien d’une suite de Cauchy dans un espace vectoriel normé bien choisi.
Ainsi on définit la suite (y;,),c de fonctions continues sur R, par y, = 3, (la fonction constante égale a y;) et

vn €N, ypi1 = @)
Par la question Q21 il existe B > 0 tel que

vr >0, o) <B(+7).
On pose C = |f(yp)| + B, puis on définit la suite de fonctions (M,,),cn € %”O(JR+,]R+)]N par

t

My:t— %(eBt - 1) et vnelN, M, :t— J w(M,(s))ds.
0

On remarque que par récurrence immédiate, les M, sont bien définies, dérivables, positives et nulles en 0 (il n’est pas demandé
de le redémontrer).
Q26. Montrer que
Wnk €N, VE2 0, [ypai(®) — ()] < My (D).

Indication. On pourra procéder par récurrence surn et pour linitialisation n = 0, procéder par récurrence sur k.
Q27. Montrer que pour tout t > 0 la suite (M, (), € (]R+)]N est décroissante.
0Q28. Soient T > 0, k > 0 et (g,), une suite de fonctions k-lipschitziennes de [0, T] dans R.

On suppose qu’il existe une fonction g : [0, T] — R telle que

vt € [0,T], ga(t) -2 8.
Montrer que g est kx-lipschitzienne et que

sup [g,(t) — g(®)] 52 0.
te[0,T]

Q29. Montrer que pour tout T > 0,

sup M,(t)) — 0.
t€[0.T] " e

Q30. On pose A = —2B. Montrer que la suite (3,),¢ est & valeurs dans E, et est une suite de Cauchy de (E,, "'"oo)A).
0Q31. (Théoréme de Cauchy-Osgood existence)
Conclure que le probléme de Cauchy (P) admet une solution de classe € sur R, .
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Annexe : figures a découper

Si vous le souhaitez, vous pouvez couper, coller et annoter dans votre copie les figures suivantes.
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