Utilisation de la topologie pour les EDOs

A. Autour du point fixe de Picard

Q1. Soit (x,),epy € EN une suite.

» Supposons que (x,),cnN €st convergente, de limite £ € E.

Soit & > 0. Il existe alors N € N tel que pour toutn > N, ||x,, — €| < %
Par conséquent, pour tous p,q > N on a

o =g < =t +Je—xg] < 5+ 5 =
Et donc{ (%)nen €St une suite de Cauchyl
Supposons que (x,),c est une suite de Cauchy.
Posons e = 12.
Il existe N € N tel que pour tous p,q 2 N, |x, — qu <12
En particulier pour toutn > N,

ol < 6 — 2l + el < 12 + [l

Aveec M = max(|xql, .., [xn_1l, [xn] + 12) on a donc bien pour toutn € N, ||x,| < M.

Et donc{ (%)nen est une suite bornée

1. Point fixe de Picard

Q2. Soitk € [0, 1] tel que ® est k-lipschitzienne.
On a, pour tous n,m € N (car par récurrence ®N est kN-lipschitzienne pour tout N € IN),

”xn+m = %] = 9" (%) — @" ()

Soite > 0.

< Kxm — Xo

m—1
< k"( Z 41 — xi”)
i=0

m—1
- k”( D l@iC) - cpi(xo)||)
i=0

m—1 )
< k"(Z ke = xOII)

i=0
+00 )
< k“(E k’)nxl - %l
i=0
1
= K ot = ol

Commek € [0, 1] il existe N € N tel que pour tout p > N, kp(ﬁ)ﬂxl —x) < e

Alors pour tous p,q > N (quitte a intervertir p < q)

» Unicite

Soient €1, 8, des points fixes.

Alorson a

1

b = = ooy = 0 < P ( 2 o —l <

On a donc bien| (%)nen €st une suite de Cauchyl
Q3. Soitk € [0, 1] tel que @ est k-lipschitzienne.

ler = €a] = [@(t1) — D(E2)] < Kty — €]

Et commek € [0,1[, on a |¢; — &2 = 0, c’est-d-dire t; = 5.

D’ou| 'unicité

» Existence

Soit xy € E et considérons la suite (x,),en définie par
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X1 = P(x).
Par la question Q2, (x;,),cN est une suite de Cauchy.

Comme (E, |-|) est complet, il existe donc{ € E tel que

X, — AL
n—+oo

Comme @ est continue (car lipschitzienne), par passage a la limite de la relation de récurrence on obtient
€= D().

D’oﬂl Pexistence d’un point ﬁxel

2. Exemples d’espaces non complets

Q4. Posons
f:10, +eo[—> R
()
x> —{x+—)
2 b
y
A y=x
y=f)
—t + > X
V2 x X Xy =4
2 1 0

On a f dérivable sur |0, +oo[ de dérivée
1 2
Vx>0, f/(x) = =[1- =
x>0 =3(1-2)

d’oui le tableau de variations

X 0 V2 400
0

7 -
o |l S~
2

On observe donc que pour tout x > 0, f(x) > /2 et donc [\/2, +oo[ est stable par f.

De plus comme Q est un sous-corps de R on a donc [/2, +o0[n O stable par f.

D’ou, comme 4 appartient a cet ensemble, la| bonne définition de la suite (x;,),enN € Q]Nl

On a ensuite f(4) = 3 < 4 et comme, d’aprés le tableau de variations, f est croissante sur [\2, +oo[, la suite (x,),e €5t

décroissante.
Comme elle est minorée par J2, elle est convergente dans R vers une limite £ € [\/E +o0].
Comme f est continue, par passage a la limite de la relation de récurrence on obtient
1 2

= f(f) = E(f-{- E)
c’est-d-dire 2 = 2. Comme £ > /2 > 0, on obtient £ = /2.
Comme elle est convergente dans R, par la question Q1 la suitel (e est de Cauchy|dans R, et donc aussi dans Q.
Or V2¢Q (et la convergence dans Q implique la convergence dans R vers la méme limite) donc la suite

|(xn)nE]N n’est pas convergente dans Q
Q5. » C’est une suite de Cauchy
On pourrait, comme a la question Q4, montrer que la suite est convergente dans un espace vectoriel normé ou la norme

controle la norme |-|; (c’est la méthode la plus rapide).
Ici comme la suite est explicite on va se contenter de calculer les écarts, plus précisément pour toutn € N* on a
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2n
foite nt——+— si te[l—ﬁ % zln
1 sit> E + =
Soient p,q € IN* tels que p < q.
Ona
1
o=, = | - £yl e
1L 1y .
= [ g0~ @@mﬁjlmgm fOd+ [, 15,0 f0] &
2 2p 2t
=0+2 J ( £ = f,(®)dt +0
2 2p
1 1
= ’ d ’ d
o[, foa- [ poa
2 2p 2 2
:41_1> %1_gggi
8p  &q p q 4p
En effet f, et f, coincident en dehors de [5 - 2_1p % zp] la fonction f, — f, est impaire par rapport a % (car f,(1—
t) = 1— f,(t)), positive sur [% - z_lp %] et fq est nulle sur [% - % % - %}]
On aurait aussi pu voir ce calcul comme Uaire de deux triangles.
y
A
1 +
r
T T ' >t
0 T 1
T
2p 2q
1 1
Et donc pour e > 0, avecN = [4 ] on a bien pour tous p,q > N, qu1 < m NS¢

» Ce n’est pas une suite convergente
Raisonnons par l’absurde et supposons qu'il existe g € E telle que If — g||1 — 0.

n—-+4oo
g est nulle sur [0, [ Soita € [0, [ : est nulle sur [0, al, et ainsi

2

osmew=jmm me<m fil, — o

n—4oo

Le membre de gauche ne dépendant pas de n, on a fo |g] = 0. Comme |g| est continue et positive, elle est nulle sur [0, d]
(sia >0 ; le casa = 0 s’en déduit par continuité). Ceci valant pour tout a € [0, %[ g est nulle sur [0, %[
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g vaut1 sur]%, 1]. De méme, pourb E]% 1] etn > Tl—l fn vaut 1 sur[b, 1], d’ou

1 1
osj 8 — 1] di = j 60— £l de<lg— fil, —> 0,
b b

n—-+oo

et comme ci-dessus g = 1 sur [b, 1], donc sur ]% 1].
Contradiction. Par continuité de g en 1,

g(1> = lim g(#)=0 et g(l) = lim g(t) =1,
2 t—>ZL_ 2 t_’zl-;-

ce qui est absurde. Ain34 (fi)pe+ 1est pas convergente dans (E, ||||1)l
Remarque : la limite « naturelle » est Uindicatrice de ]% 1] (cf: la figure des f,, en annexe) ; elle n’est pas continue, et vit
dans un espace plus grand que E : le complété de E pour |-|;.
Q6. » Bonne définition
Soit y € E, on cherche a montrer que ®(y) est continue.
Par théoréme fondamental de I’analyse (et caractére local de la continuité), on a ®(y) est dérivable, donc continue, en
tout point de 10, 1].
Reste a montrer la continuité en 0.
Constatons tout d’abord que pour toutt €]0,1],

1 1
1 1
tJ —zdS:t[——] =1-t
t S St

L yGs)
tL s—zds — (1 -1)y(0)

1 —
, J y(s) — y(0) ds‘
t

52

et par conséquent

@@ = (1 + 1A = )y(0)] =

1

< J ly(s) 2y(O)I ds.
t S

Soite > 0.

Il existe § €]0, 1] tel que pour tout s € [0, 5], |y(s) — y(0)| < ¢ (continuité de y en 0).

Notons de plus M = maxe[g 11|y(s)| (¥ est continue sur le segment [0, 1]).

Par conséquent, pour tout t €]0,8], en découpant I’intégrale en 5,

d £ 'oM
RO -+ -y <t | Sdse [ Blas
r st 5 s
—(1_1 1_
S DY eaa(l )
2M
< —t.
e+ s t
Ainsi, pour tout t €]0, 5] tel que %t <e¢ona
(@)@ — (1 + (1 = )y(0)] < 2.
Et donc (définition de la limite)
[B()E ~ (1 + (1 = DY) = 0
d’ou
20 —, 1+(0) = BG)O)

et donc ®(y) est continue en 0, et dond®(y) € E

» Caractere contractant
Comme ® est affine, en notant

d:E—>E, y d(y) —D(0)
c’est-a-dire pour tout y € E,

1
3 ¥
d(y) : t > tJ; S—zds si tiO’
v(0) sit=0
il suffit de montrer qu’il existe k € [0, 1[ tel que pour tout y € E, Ci)(y)ul < klyl;-
Soit y € E.
Ona
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- 1 .

e, = L B dr
ot s

JO tJ; s—z Sdt
1 1

J (tJ |y(zs)|ds>dt
0 t S

ds sont de classe € sur 10, 1], de dérivées respectivest >t ett > —

IN

et par intégration par parties comme

et Lot (1 Iy(S)\ @l

2’

§
e leur produltt - ft lys(s)lds admet des limites finies aux bornes de 0, 1] : il vaut 0 en 1, et tend vers 0 en 0 (c’est
t— 5 multlplze par <I>(|y|) continue d’ apres ce qui précéde appliqué a |y| € E),
les intégrales IO tf} |ys(s dsdt tjl £ Iy ) ‘dt = IO ly(t)| dt sont de méme nature (ici convergentes) et on a

) U lys) NG|
JO (tJ; 32 d)d —[2 Jt 52 d$:|O+JO Et—z t
—0-0+1 j Ol de = 2

Douk = % convient c’est—d—direlcb est %-contractante|et donc par la question Q2,| (Un)nen €st une suite de Cauchy.
7. Supposons par I'absurde que est convergente dans E et notons y € E sa limite.
pp p que (Yn)neN § y
Par passage a la limite de la relation de récurrence, comme ® est continue (car %—lipschitzienne), ona

y=2(y)

Et donc en particulier, en évaluant en 0,
¥(0) = 1+ y(0)
ce qui est absurde. Ain311 (Vn)nen 1€ converge pas dans El
Remarque : ici on a bien (yy,),en qui converge, mais pas vers une fonction continue. De maniére générale, la notion de
« valeur en un point » (ici valeur en 0) n’a pas vraiment de sens pour la norme |-|; car 'application y — y(0) n’est pas

continue pour cette norme.
On pourrait voir que (y,),en converge (dans le « vrai » espace L) vers
y:t—1—1In()

A
V2
— )
— W4
10 — V12
---1—Int
5..
1..
—>
0 1

ce qui est logique au regard de la définition de ®, c’est en effet l'opérateur intégral associé a ’équation différentielle
vt e0,1], y'(t) = —
y)=1
(dériver y = ®(y) pour le constater, cf. la suite pour le lien entre équations différentielles et équations intégrales).
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08.

09.

3. Exemples d’espaces complets

Soit (x,)en € CN une suite de Cauchy.

Par la question Q1, elle est bornée.

Soient £1, %, € C des valeurs d’adhérence de (x,),en €t @1, @2 des extractrices correspondantes.
Soit e > 0.

Alors il existe N € N tel que pour tous p,q > N,
queN, et donc

X, — X4| < &. Or pour tout n assez grand ¢,(n) et ¢,(n) sont plus grands

APCR, [xp,(m) ~ %p,(m) < €

par passage a la limite des inégalités larges on obtient

[y — 8| <e
et donc comme ¢ > 0 est arbitraire, £ = £5.
La suite (x,),ep est donc une suite bornée admettant une unique valeur d’adhérence, et donc{ elle est convergentel
Donc{ (C,|]) est completl
Soitt € [0,1].
On a pour tous p,q € N,

5@ = %@ < [y~ 34,
et donc (y,(t)),en est une suite de Cauchy dans C, donc convergente par la question Q8.
On note alors y(t) = lim,_, ;o Y, (t).
On a bien
vt € [0,1], yu(®) =2 ¥().
Reste d voir que y est bornée. Par la question Q1, la suite (y,),cn est bornée dans (E, || : il existe M > 0 tel que pour tout
neN, |yleo <M.
Pour tout t € [0, 1] on a alors pour toutn € N, |y,(#)| <M, d’otl par passage a la limite des inégalités larges |y(t)| < M.
Ain511y est bornée et (y,),cn converge simplement vers y

Q10. Soite > 0.

Qi1

Il existe N € N tel que pour tous p,q > N, |yp — quoo <e.

Soitn > N.
Soitt € [0,1].
On a pour tout k € N,
|yn(t) - Yn+k(t)| < ”yn - yn+k||oo <e
et donc lorsque k — +oo, par passage a la limite des inégalités larges (tous les termes convergent bien), on a
3n(®) - ()| <.
Comme cela est vrai pour tout t € [0, 1], on a donc (passage au sup)

sup |y,(t) — y@®)| < e.
te[0,1]

On a donc bien

sup |y,(t) =yl =2, 0.
te[0,1]

Remarque : ce point fera partie du cours sur les suites et séries de fonctions « une limite uniforme de fonctions continues
est continue ».
La remarque clé est que pourt,s € [0,1] etn € N,
ly(@®) — y($)I < [y(@®) — yu O] + [3a() = yu ()] + [y(s) — y(s)I-
Soitt € [0,1].
Soite > 0.
Par la question Q10, il existe N € IN tel que pour toutn > N

sup |yp(u) — yw)| < =
u€el0,1] 3

En particulier pourn = N on a pour tout s € [0,1],
£ £
(®) =yl < 3+ N =Wl + 3
Or y\ est continue ent et il existe donc 8 > 0 tel que pour tout s € [0,1] si |t — s| < & alors |yn(t) — y(s)| < %
On a donc pour tout s € [0,1] si |t —s| < 6,

£ £ £
t)— <-+-+-=c¢
ly(®) y(S)I_3 573

On a donc bien montré qu c’est-d-dire y € E.
Par la question Q10, on a alors |y, — V| N 0, c’est-a-dire y, W Y dans (E,|"|.), et doncl (E, ||o) est completl

Lycée Sainte Geneviéve — MP* 6/20 Devoir n°4 : a rendre le 12 octobre 2026 [corrigé]



Q12.

» E; est un sous-espace vectoriel de €°(R,, C)

Ona0 €k, etE; c €'R,,0).
Soient yy,y» € Ej et uq, pp € C. Pour toutt > 0,
|y (@) + pye®] e < gl [y (D] e + ol [y O] € < |l [yilloo g + 112 192101
et donc par passage au sup
Iyt + yaloon < 1l Inlleoy + |12l ¥2lco 2 < oo,
c’est-d-dire 1 vy + v, € Ej.
D’oa|E 3 est un sous-espace vectoriel de €°(R.., C)l

|'loo,1 €st une norme surE,
Elle est bien a valeurs dans R, par définition de E).
» Séparation : si ||, 4 = 0, alors pour toutt > 0, |y(t)| e =0 et comme e >0, y(@) =0.
* Homogénéité : poura € C ety € Ey, |ayle, ) = supt20(|a| ly(@®)| e’“) = o] [Yllooz-
¢ Inégalité triangulaire : pour y;, y, € Ej, c’est le calcul déja fait ci-dessus (stabilité par combinaison linéaire) avec
=t =1y + Vol s < Vil + 132l02-
D’oit| |-l est une norme surE,
Complétude
Soit (Yp)pew € E]/I{I une suite de Cauchy. On reprend les trois étapes des questions Q9 a Q11, en tenant compte du
poids ™.
¢ Convergence simple.
Soitt > 0. On a pour tous p,q € N,

Yp(®) = 34 = ¢ |yp(®) = vl M < ey, =y,

et donc (y,(1)),en est une suite de Cauchy dans C, donc convergente par la question Q8.

On note alors y(t) = lim,_, 1o V,(t), ce qui définit une fonction y : R, — C.

De plus, par la question Q1, la suite (y,),ep est bornée dans (Ey, |-lo 1) : il existe M > 0 tel que pour tout n € N,
[nloor < M.

Pour tout t >0 on a alors pour tout n € N, |y,(t) e <M, d’oti par passage a la limite des inégalités larges
y@®l e <M.

Ainsit — y(t)e/u est bornée sur R,.

¢ Convergence uniforme pondérée.
Soit e > 0.
Il existe N € N tel que pour tous p,q > N,
Soitn > N.
Soitt > 0.
On a pour tout k € N,

Yp— quoo,/l se

|yn(t) - yn+k(t)| elt < ||Yn - Yn+k”oo,/1 <e¢

et donc lorsque k — +oo, par passage a la limite des inégalités larges, on a

() =yl ¥ <.
Comme cela est vrai pour toutt > 0, on a donc (passage au sup)

sup(lyn(t) — y()] ) < e
t>0
Ainsi

_ At
stlzlg(lyn(t) yole) — o

Continuité de y.

La différence avec la question Q11 est que le poids €™ n’est pas minoré sur R, (si A < 0) : on se place donc sur un
segment.

Soitt > 0. Posons K = maxe[o11] eM = max(l, e_A(t“)) > 0, de sorte que pour tout s € [0,t + 1] et toutn € IN,

9a(8) = ()| = €7 [y(s) = y(s)] €} <K sgg(wn(u) - y(w)| eM).
Soite > 0. )

Par ce qui précéde, il existe N € IN tel que

iglg(b/N(u) —ywle) < o

et donc pour tout s € [0,t + 1], [yn(s) — y(s)| < %

Or y\ est continue ent et il existe donc § €0, 1] tel que pour tout s € R, si|t — s| < & alors |[yn(@) — wW(s)| < %
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On a donc pour tout s € R si|t —s| < & (et doncs € [0,t + 1]),

HORSIOORSNORY N ORSNORSNORSIOIES S S Sl

Ainsi y est continue sur R,.
e Conclusion.
. . At .
La fonction y est continue sur R, ett — y(t)e’" est bornée, donc |y|,, ; <M < +ooefly €E)
Pour toutn € N, y, — y € E et par la convergence uniforme pondérée, |y, — yl 5 2.0 c’est-a-dire y, A

dans (E), |los.2)-
On a donc bien montré quel (E. Iloo.2) est un espace vectoriel normé completl

B. Applications aux équations différentielles
1. Cauchy-Lipschitz

Q13. Posons pour toutt > 0
t

Z(t) =z + J a(s)z(s)ds.

0
Alors (théoréme fondamental de 'analyse) Z € €(R,,R), et I'inéquation intégrale s’écrit z < Z.
Posons ensuite (méthode de variation de la constante), pour toutt > 0,

t
y(®) = Z(e e,
Alors la fonction y est dérivable sur R, et pour toutt > 0,

V(1) = 7/ (e OB 1 7(5)(—a(e))e o @)

a(t)z(t)e” J(: a(s)ds | Z(t) x (—a(t))e” jé a(s)ds

a@e h O - 7)),
et donc le caractére positif de o (et des exponentielles) ainsi que I'inéquation intégrale donnent
vt >0, y'(t) <0.
Comme R, est un intervalle on en déduit quey est décroissante, et en particulier,
vt 20, y(t) < y(0) = z,
c’est-a-dire (positivité des exponentielles)
vt >0, Z(t) < zpe" fo a(s)ds

En réutilisant I'inéquation intégrale, on obtient donc

t
[=] Vit > 0, 2(t) < zgeh @O,
Q14. » Supposons que y € (R, C) et est solution de (P).

Alors y’ est continue et pour toutt > 0,

t
SO = 3o + L FOs))ds

t

= y(0) + J ¥ (s)ds

0

= y(@)
et donc on a bien

O(y) = y.
Remarque : pour montrer que y € E; si on écrit I'estimée « naive » on obtient l'inéquation intégrale |y(t)| < |y(0)| +

t1£(0) + féL ly(s)| ds, @ laquelle la question Q13 ne s’applique pas directement. Au lieu d’écrire une version non
homogéne du lemme de Gronwall, il y a au moins deux options :

e prendre de la marge : utiliser le fait que A < —L et que par conséquent «il y a de la marge entre les deux »
* translater : poser z = |y| + Ifi_O)\
Voici les deux versions rédigées :

e Version 1

Soitd > 0, on a pour toutt > 0

(possible car L > 0) pour absorber le termet | f(0)| dans 'inéquation intégrale.
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t
ly(H)e™| = ’y(O) + J '(s) — 8y(s))e"%ds

0
t

< 1y(0)| + Luy () + 8 ly(s))eods

t

= 1y(0)| + j (F )] + 8 [y(s)De5ds

(=1

< ly(0) + J (FO) + LIy + 8 [y(s)heds

< (vor+ L)+ [ s oreras

et donc par la question Q13, pour toutt > 0,

(Ol e < (Iy(0)| G >') fiLeo)ds

(| o) + f(0 )I) (Lo}

c’est-a-dire, en posant Cs = (|y(0)| + |f(5_0)|>,
vE > 0, |y(t)] < Caellr200,
Par conséquent on a
vt > 0, [y(t)] e < CselH20t

et en choisissant § > 0 tel que
A< —L - 26,
/1+L
par exemple § = —=—= > 0, on obtient
t — |y(t)| ™ est bornée sur R,

et donc

y€E.

¢ Version 2
Posons pour toutt > 0,

20 = ol + L2

Alorsz € %O(IRJr,IRJr) et pour toutt > 0,

0 = ol + L2

< (0) +j ool as + L

< Iyl + J 150y + L o+ L

<| o) + |f(0 )I) J <|()| |f(0)|>

t
= z(0) +J Lz(s)ds
0
et donc par la question Q13, pour toutt > 0,
z(t) < z(O)ng Lds — 2(0)eH
Et donc pour toutt > 0 (commeL + A < 0)
Y@l < 2(t)e! < 2(0)e < 2(0)

et on a donc bien

y €Ej.

> Supposons quey €E) et d(y) = y.
Comme ®(y) = y on a pour toutt > 0,
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t
YO =y + L FOs))ds

et donc par le théoréme fondamental de I'analyse, comme f oy est continue, on en déduit que y € €'(R,,C) et que

pour toutt > 0, y’'(t) = f(y()).
De plus en évaluant en 0 on a y(0) = y, et donc{y € €1(R,,C) et est solution de (P)l

Q15. On remarque que commencer par le caractére contractant permet de déduire la stabilité.

>

Caractere contractant
Soient y1,y, € E;.
On a pour toutt > 0, (en remarquant que A < 0)

t
[D(y)(B) = )(B)] = L (fO1() = f(32(s)))ds

t
< j L [1(s) - y(s)] ds
0

t
<L L 9 = yalo 650

—At

e
=Ly - 12len )

L _
< _—/1||J/1 — Yoloope ™

et donc en posant

L
k=—¢€]0,1
—eloal

(carA<-L<0)ona
vt >0, [@(y)(0) — 0)D] e < klyr = oloo
c’est-a-dire, comme ®(y,) et O(y1,) sont continues (théoréme fondamental de ’analyse),

O(y1) — () € E)
et

[2(y1) — 2(¥2)loop < Kyt — Y2loo 2-

Remarque : on a montré que si y;, y, € E) alors ®(y;) — ®(y») € E,, et le caractére contractant mais pas encore que
poury € Ej, ®(y) € Ej.
Stabilite
Ona0€E) et
®(0) : t = yp +££(0)

M est bornée sur R,, car continue et de limite nulle en +o0) ®(0) € E;.

et donc (®(0) est continue ett — te
Soity € E).
Par le point précédent on a ®(y) — ®(0) € E, et donc (E, est un sev),

O(y) = ©(0) + (2(y) — ©(0)) € E).

Donc{ E, est stable par Cbl

Q16. On a vu a la question Q14 que résoudre le probléme de Cauchy (P) revient a trouver un point fixe de ® dansE.

Q17.

De plus par la question Q15, ® (induite sur E;) est contractante sur (Ej, ||, 1) qui est d’aprés la question Q12 un espace
complet.

Par la question Q3, il existe donc un et unique y € E tel que ®(y) = y.

On a donc bien montré que| il existe une et une seule solution de classe €' sur R, au probléme de Cauchy (P).|

» On traite d’abord le cas d’une solution a valeurs réelles, puis le cas général d’une solution a valeurs complexes.

 Cas reel
Supposons par I'absurde qu’il existe y € (R, R) solution de (P) pour f : x = x et yp > 0.
On a alors
vt >0, y'(t) = y(£)* 20
et donc y est croissante sur Uintervalle R, et en particulier comme y(0) = yy > 0, la fonction y ne s’annule pas.
Ainsi on a (variables séparables)
y'®)

vt > 0, 5 =
y(@)

1

et donc en intégrant,
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t .7 t
Vtzo,Jy(s)dszjlds:t

0y©)" o
c’est-a-dire
V20, ——— 4 =t
¥ w
ce qui revient finalement da
Vi >0, y(t) = T
Yo

Ce qui est absurde car le terme de droite n’est pas défini en tout point de R, (il y a « explosion » en temps finit = yl)
0

W 1

1/
e Cas complexe
Supposons par I'absurde qu’il existe y € €'(R,, C) solution de (P) pour f : x = x% et y, > 0.
On ne peut plus parler de croissance, mais le cas réel donne le candidat : posons T = y_ et
0
u:[0, T[> R

1

Ly
Yo
qui est de classe G et vérifie u(0) = y, et pour toutt € [0, T[, u'(t) = u(t)z.

Posons w =y — u sur [0, T[. Alors w est de classe €1, w(0) = 0 et pour tout t € [0, T],

w(t) = y(t)° —u(®)’ = () + u@®)w().

Ainsiw est solution sur I'intervalle [0, T[ de ’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1w’ = a(t)w, avec

t—

a = y + u continue : il existe donc C € C tel que
t
vt € [0, T[, w(t) = Celoa(®)ds
et comme w(0) = 0 on a C = 0, c’est-d-dire y = u sur [0, T[.
Par conséquent
@O = ul) — +oo

ce qui est absurde car y est continue en T.
On a bien montré quel il n’y a pas existence de solution au probléme de Cauchy (P) pour f : x + x% et y > 0.

» En faisant au brouillon le méme calcul de variables séparables pour f : x — \/m et yy = 0, on obtient que
e —
Y 4

est solution de (P).
En effet on vérifie au propre que y(0) = 0 et pour toutt > 0,

y® =3 = J@ =@

Mais il y a aussi d’autres solutions.
Par exemple la solution nulle y : t — 0 ou encore pour tout ¢ > 0 en posant (c’est une translation temporelle pour une
équation autonome)

(t-o)?

Vet

]ltzc

on a bien
ey, € €Y(R,,C) : elle est nulle sur [0, c] et polynomiale sur [c, +oo[, avec des dérivées a gauche et d droite en c toutes
deux nulles ; elle est donc dérivable sur R,., de dérivéet — t_Tclltzc qui est continue,

* y:(0) =0,
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_ 2
« pour toutt > 0, y(t) = 15 = \[ L 15 = 0l
y

A

0 ¢ c c3 y=0

Comme ces solutions sont distinctes, on a bien montré
| il n’y a pas unicité des solutions au probléme de Cauchy (P) pour f : x — \[|x| et yp = 0.|

2. Module d’uniforme continuité

L’ordre des questions ici n’était pas optimal, désolé du désordre.
Q18. La définition de f uniformément continue est

Ve > 0,30 >0, V(x;, %) € C2tq. |x; — x| <6, |f(x) — flxp) < e
c’est-a-dire (par définition du supremum)
Ve>0, 35> 0, w(d) <e.
De plus w est croissante, en effet sir; < ry alors
{(x1,x,) € C? | ]x; — xp| < 1} € {(xp,xp) € C? [ ]x) — x| < r}

et donc
o(r) = sup (fCx) = fO)) < sup  (If(Gx) = flx)]) = w(rp).
(1,%,)€C? (%1, )EC?
|x1—25| <ry [x1—2,| <

Ainsi la condition précédente est équivalente a
Ve>0,35>0, Vr €[0,6], w(r) <e

c’est-a-dire, comme w est d valeurs positives,

f est uniformément continue < w(r) — 0.
r—0

Q19. » Croissance
Soientry,r, € R, avecr; <ry.
Alors
{(x1,%5) € C? | |x; — xp] <1} € {(xp, x2) € CF | |y — x| < 10}

et par conséquent

c’est-d-dire w(ry) < w(ry).
» Sous-additivité
Soientri,ry €R,.
Siry =ry =0, l'inégalité est immédiate car v(0) = 0. Supposons désormais que ry +ry > 0.
Soient x1, x5 € C tels que |x; — x5| <11 + 1y

sup  (If(x) = fle)) £ sup  (If(Cx) — f))
(1,%,)€C? (%1, )€C?
|xy =] <ry =] <ry

Posons
] it
= X1 + X
r + o r + ry
S rq + ry Xy

que
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Alors
"

Ix; —yl = Ix1 — x| <1y
rl +7'2
)
I —yl = X1 — x| <1y
r +r2

et par conséquent, par définition de w(ry) et de w(ry),
|fGer) = fGl < [fGxn) = O+ 1) = f(x)
< w(r) + o(rp).

Comme c’est le cas pour tous x1, x, € C tels que |x; — x3| < r{ + 1y, on en déduit

w(ry +17) < () + w(ry).

Q20. » Valeurs finies
De la sous-additivité de la question Q19 et par une récurrence on a pour tousry,...,1, > 0,

n n
w(Z ri) < Z ().
i=1 i=1
Par la question Q18, w(r) — 0 lorsquer — 07 et donc il existe § > 0 tel que pour toutr € [0,5], w(r) < 1.
Soitr > 0 et posonsn = [g] € N, on a alors par la croissance de la question Q19 et les points précédents
n

w(r) < wnd) < Z w(8) < nw(d) < n < +oo,

i=1
Don4a) est d valeursﬁnies|(et méme w(r) = O, 400(r)).

» Uniforme continuité
Soient r,ry € Ry ; quitte a les échanger, on supposer| > rs.
Alors par la sous-additivité de la question Q19 et la croissance
lo(r) — ()l = wlr) — o(ry)
< o(lrp = ral +15) — w(ry)
< w(lry = rl) + (rz) — w(ry)
= w(lry = ra)).
Soit e > 0, comme w(r) — 0 lorsquer — 07, il existe § > 0 tel que pour tout r € [0,5], w(r) < e.
Et alors
V(ri,n) €RE, I =l <6 = |o(r) — w(r)| < ol —rl) <e.
Don4w est uniformément continuel
Q21. On l'avait en fait démontré a la question Q20.
Soit § > 0 tel que pour toutr € [0,6], w(r) < 1.
Pour toutr > 0, on a alors avecn = [g] €N,

n

() < wm8) < Y @(8) < neo(d) <n = [5] <

i=1

.
< +1
)

et donc

w(r) = Or—»+oo(r)‘

3. Un lemme de Gronwall-Osgood

Q22. On s’inspire de la preuve du lemme de Gronwall a la question Q13.
Posons pour toutt > 0,

t
Z(t) = zy + L a(s)w(z(s))ds.

Alors (théoréme fondamental de I’analyse) Z est de classe €' et pour toutt > 0,

Z'(t) = a®w(z(1)).
Or U'inéquation intégrale est z < Z, w est croissante et o est positive.
D’ou pour toutt > 0

Z'(t) < a(t)w(Z(1)).
OrZ(0) = zy > 0 et Z est croissante (car Z' = aw(z) > 0).
En particulier Z > zy > 0 et comme w est strictement positive sur R, on a pour toutt > 0, w(Z(t)) > 0 d’'oit

40 < a(t).
o(Z(1))

Soitt > 0. En intégrant U'inégalité précédente on obtient

Lycée Sainte Geneviéve — MP* 13/20 Devoir n°4 : a rendre le 12 octobre 2026 [corrigé]



t Z/(s) t
L oz ™ S L als)ds

ce qui revient (changement de variable r = Z(s), Z étant de classe €') a
ZO0 ¢
J —< J a(s)ds.
Z(0) w(r) 0
Enfin Z(0) = zy, 0 < z(t) < Z(¢) eté est positive sur R%. d’ou

r“) dr JZ@ dr
2 O Jz0) o(r)

z(t) t
J dr SI a(s)ds.
0

o o)

Q23. On remarque tout d’abord que la méme preuve qu’a la question Q22 ne fonctionne pas car Z(0) = zy = 0 et donc Z peut

et finalement,

s’annuler, ce qui empéche de diviser par w o Z.
Soit e > 0. Posons z, : t — z(t) + ¢.

On a pour toutt > 0, par croissance de w et positivité de a,
t

t
z(t) <e+ J a(s)w(z(s))ds < e+ J a(s)w(z.(s))ds
0

0
et comme z, vérifie les hypothéses de la question Q22, pour toutt > 0,

z(t)+e t

J dr < J a(s)ds.
& w(r) 0

Fixonst > 0.

On vient de démontrer que

z(t)+e t
Ve > 0, J dr < J a(s)ds.
0

e o

En faisant tendre  vers 0" on obtient donc (au sens d’intégrales dans R, u {+oo})

z(t) t
J dr < J a(s)ds.
0

)

Q24. Supposons par Uabsurde qu’il existe ty > 0 tel que z(ty) > 0.
Par la question Q23, on a

(%) )
J dr < J a(s)ds < +oo.
o )~ Jo

. 1 . -
Mais comme — est continue et positive sur 10, +co[, on a

J’Z(to)izj'li—i_J'z(to)i:—l_oo
o o) Jo o) )i ()

—_—
fini

Absurde.
Donc

Vi >0, z() = 0.

4. Cauchy-Osgood

Q25. Soient y;,y, des solutions de classe €' du probléme de Cauchy (P).
Posons z = |y; — y,| continue et positive. On a alors pour toutt > 0,
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z(t) = [n @) — 3 (1)

t
1(0) = y2(0) + L (fn(9)) = f(3a()))ds

t
<o+ L FOR) = FGu()] ds
t
< j o(y1(s) = y2(s)ds
0

t
= J w(z(s))ds.

0
Ainsi z vérifie les hypothéses de la question Q24 avec a =1 et donc par le lemme d’Osgood, z = Og, R, , C'est-a-dire

» =Y.
Q26. Posons pourn € N
P, vk € N,vt > 0,

yn+k(t) - Yn(t)| < Mn(t)
et procédons par récurrence sur n.
» Initialisation
Posons pour tout k € N,
Q. 9t >0, [y(t) — 3@ < Mo(t)
et procédons par récurrence surk.
¢ Initialisation
On a bien pour toutt > 0,
e Heéredité
Soit k € IN, supposons Q.
On a pour toutt > 0, par croissance de w et O,

t
Vier1(®) — (@) = ‘ Yo+ L f(yk(s))ds) =

W0 @) = ¥ = 0 < My(t) (car B > 0).

~

[f((s))l ds

~

(f ol + [f D) = f(yo)Dds

l
|

R

<
<
<

j (1F G0l + w(ly(s) - 3oD)ds

IN
2 S

j (FG0)l + o(M(s)))ds

(=}

t
< j (FG0)l + B + My(s)))ds

(=1

t
= J (C + BMq(s))ds.
0

Or on a justement pris M tel que pour tout s > 0, Mj(s) = CePS = C + BM,(s) et My(0) = 0, d’oul
t

et (®) = 90| < L M (s)ds = Moo,

c’est-a-dire Qg 1.
On a donc montré @y pour tout k € N, c’est-a-dire .
» Hérédité
Soit n € N, supposons &,.
Soient k € N ett > 0. On a, par croissance de w et 5,
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t
|%+Hun—yﬁmﬂh:L(ﬂxﬁu@)—foawna

t
gJM%%@-%@Ms
0

t
< J w(M,(s))ds
0

= M1 (1),
Cest-d-dire P 1.
» Conclusion
On a donc bien montré que

vn,k € N, vt > 0,

yn+k(t) - Yn(t)| < Mn(t)

Q27. Pourn € IN notons
Ry V>0, My 1(1) < M, (0).
On remarque qu’encore une fois il s’agit d’une récurrence dont le point sensible est Uinitialisation, garantie par le choix
de M,.
» Initialisation

On a pour toutt > 0, commeB < C,
t

M@=jmm@m
B(1 + My(s))ds

(C + BMy(s))ds

0
t
<]
0
t
<]
0
= Mo(®)
car Mg = C + BM, et My(0) = 0.
D'ou R,.
» Heérédite
Soitn € IN, supposons &,,.
Soitt > 0. On a par croissance de w et R,

t
meszmm®m

t
< J w(Mp(s))ds
0

= M1 (),
d’ott Rpyq.
» Conclusion
On a donc bien montré que
V(£ n) € Ry xIN, My (8) < My (D),
la suite (Mp(t)),,en € (]R+)]N est décroissantel

c’est-a-dire que pour toutt > 0,
Q28. » Lipschitzianité

Soient t;,t, € [0, T].

Ona

vn e N, [ga(t) — g2l < x Ity — 1o,
et donc par passage a la limite des inégalités larges on obtient

lg(t) — gt <« [ty — .

Et don4g est K—lipschitziennel

» Convergence uniforme
Soite > 0.
Posons

M=[2T] s ren
&

et pour tout m € [0, M],
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X, = ’”MT € [0,T].

.. . .. £ . T .
Remarque : M est choisi pour avoir des variations d’au plus 3 surun intervalle de longueur & pour une fonction k-

lipschitzienne (on a K% < %)
A

0o0 - S Gmm |~ =T
T/M

On a pour tout m € [0, M], g,(x,,) N &(xy,) et donc il existe N, € N tel que

¥ > Now, 1ga6n) = 80n)] < 3.

Or il y a un nombre fini de points x,, et donc on peut poser

N = max (N,,) € N.
me[[O,M]]( m)

Soitn > N.
Soitt € [0, T]. Il existe m € [0, M — 1] tel quet € [xy,, Xpps1]-
Alors, commen > N > N, et comme g, et g sont x-lipschitziennes (premier point),
18n () = 8O < [8n(8) = 8n (x| + 180 (m) — 80| + 18Cem) — 8]

gxlt—xm|+£+1<|t—xm|

3
< Kl +54 KI
M 3 M
S 5 + E + £
3 3 3
=c
&)
&n
< m
gn(xm) **************** =
lgn(®) — g®I| |<e/3
N -
<kT/M
g®) g
<T/M
Tm t Xm+1

Commet € [0, T] est arbitraire, par passage au supremum,

sup [g,(t) — g < e.
te[0,T]

On a donc montré que

sup [g,(t) — g(®l 52 0.
te[0,T]

029. Soit T > 0.
» Convergence simple
Soitt > 0.
Par la question Q27, la suite (M, (1)),en est décroissante, et comme elle est minorée par 0, il existe Mo,(t) € R, tel que

My(t) —> M0,
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» Convergence uniforme
Soitn € IN* etty,ty € [0, T], quitte a les intervertir supposons t; < ty.
Ona

t

4
My (t1) — My(ty)] = L oMy (5))ds — L oMy (5))ds

1)
:L oMy ()ds

<tz —t) sup @(M,_1(s)).
s€[0,T]

Or w est croissante et pour tout s > 0, M,,_1(s) < My(s) (par la décroissance de la question Q27), et donc
sup (M, 1(s) < sup w(My(s)).
s€[0,T] s€[0,T]
En posant
kr = sup w(My(s)) € Ry,
s€[0,T]
on a donc
vn € N*, M,, est xr-lipschitzienne sur [0, T].
Donc par la question Q28 appliquée a la suite (M,,), N+ la fonction My, est kr-lipschitzienne (donc continue) sur
[0, T] et
sup [M,(t) — Mao ()| —> 0.
t€[0.T] neo
» Valeur de la limite
Montrons que 'on peut « passer a la limite » dans [’équation de récurrence de (My,),,eN-
Soitt € [0, T]. On a pour tout n € IN, par les propriétés de w (question Q20 et croissance),
t -t

t
j w(Mn<s)>ds—j M| < [ 10000, (5) = oMol ds

0 0

ot
<, o(IMy(s) = Moo(s)])ds

0 \ue0T]

ot
< J w( sup [Mp(u) — Moo(u)|>ds

< Ta)( sup |M,(u) — Moo(u)|)

u€[0,T]

— O
n—+oo

car w(r) — 0 lorsquer — 0" (question Q18), et donc
t

t
J w(M,(s))ds ol J w(Mgo(s))ds.

0 0

En passant d la limite dans I’équation de récurrence de (M), on obtient donc
t

vt € [0, T], Meo(t) = J w(Mu(s))ds
0

et donc par la question Q24 aveca = 1, on a Mo = 0[¢ T]-R, -
» Conclusion
Comme My, est nulle sur [0, T], la convergence uniforme précédente s’écrit

sup (Mp(t)) —> 0.
te[0,T] oo

Q30. » ValeursdansE,
Soitn € IN.
La fonction y, est continue sur R, et par la question Q26 (appliquée aux indices 0 et n), on a pour toutt > 0,

|yn(t)| < |y0| + |Yn(t) - yO(t)|
< lyol + Mo(t)

C Bt
< |yl + =B
< |yl Be

Comme A = —2B < 0, on a donc pour toutt > 0,
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O < Iyl 72+ SeB < gl + £

B
. C B ogs
Ainsi [yaloo s < 0l + 5 < +oo, clest-d-dirgy, € E)

» Suite de Cauchy
L’idée est de séparer les temps longs, oti le poids ™ écrase la majoration par My, des temps courts, ot M, est petit par
la question Q29.
Soit e > 0.
C,—Bt

Comme =

5 — 0 lorsquet — +oo, il existe T > 0 tel que

C _
vt > T, Ee Btge.

Puis par la question Q29, il existe N € IN tel que

vn >N, sup (M,(1)) <e.
t€[0,T]

Soientn > N, k € N ett > 0. Par la question Q26,
nak(®) = (O] 4 < My (D)2
e Sit <T, alors
M, (e 2B < M, (1) < e.
e Sit > T, alors par la décroissance de la question Q27,

M, ()e™2BE < My(H)e 2Bt < %e_Bt <e.

Dans les deux cas |y, (t) — yo(t)| €' < ¢, et commet > 0 est arbitraire, par passage au supremum,
Ik — yn"oo’A <e

» Conclusion
On a donc bien montré (en prenant n = min(p,q) etk = |p — q|) que

Ve>0,INeN, Vp,g >N, yp—quw/lge,

c’est-a-dire quei (Vnnen est une suite de Cauchy de (E;L, ””°°A)l
Q31. » Convergence dansE)
Par la question Q12, Uespace (Ej, |-lo,2) est complet, et par la question Q30, (y,) e €st une suite de Cauchy de cet

espace.
Il existe donc y € E) tel que

Ivn = Voo 522, 0-

n—-+oo

» Convergence uniforme sur tout segment
Soit'T > 0.
On a pour toutn € N et tout t € [0, T], comme A = —2B,

lyn(®) = YO = [yn(®) — y(®)] e¥e®® < BTy, — 3, ;
et donc

sup [y(t) = YOI < ey = Yoo, 52, 0
te[0,T]

» Valeur de la limite
Montrons que l'on peut «passer a la limite» dans I’équation de récurrence de (y,),cn (on ne sait plus que O est
contractante, il faut donc le faire « a la main »).
Soient T > 0 et t € [0, T]. On a pour tout n € N, par définition et croissance de w,

t t
OO — PO = L FOn(s))ds - L FOs))ds

t

< j FORE) — F(s))] ds
0
t

< jo o(yn(s) — y(s)ds

< Tw( sup [y,(w) — y(u)|>

u€l0,T]

— 0
n—-+oo

car w(r) — 0 lorsquer — 07 (question Q18, f étant uniformément continue), et donc
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Q0D —> D)
Comme de plus y,1(t) e y(t), en passant a la limite dans I’équation de récurrence y,,1(t) = ®(y,)(t), on obtient
donc (T > 0 étant arbitraire)

t
WZQy@=ﬂW@=m+Lﬂﬂm®

» Conclusion
Or y est continue (cary € E)) et f est continue (car uniformément continue), donc f o y est continue surR.
Ainsi (théoréme fondamental de 'analyse) y est de classe €' sur R, et
{Vf 20, y'(t) = f(y(®)
¥(0) = yp.
On a donc bien montré quel le probléme de Cauchy (P) admet une solution de classe €' sur R,
Remarque : avec la question Q25, on a donc montré que sous les hypothéses de cette sous-partie le probléeme de Cauchy (P)

admet une unique solution de classe €' sur R, : c’est le théoréme de Cauchy—Osgood.
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