Lemme de Zolotarev et réciprocité quadratique

A. Préliminaires

Q1. Pour tous x1,%; € G, on a p(x1) = ¢(xy) ssi (p((xz)_lx1) = ey, c’est-d-dire ssi (xz)_lxl € Ker(¢p), c’est-a-dire ssi x; € x, Ker(p).
Ainsi pour y € Im(¢), avec x,, une «solution particuliére» de I’équation ¢p(x) =y, on a
¢ ({y}) = xp Ker(p)
en particulier comme
Ker(p) — x, Ker(p)

k = x,k
est bijective (de réciproque x — x;lx), ona
vy € Im(p), [p ' ({y})] = [Ker(p).
Et comme on a
G= ] o'
yeIm(yp)
on en déduit (principe des bergers)
Gl= ) |o ')
yeIm(yp)

et donc finalement

(1G] = ltm(¢)| x [Ker(p).|

Q2. » Supposons par Uabsurde que H n aH = @.
Soit x € H n aH. Alors il existe h € H tel que x = ah, et donc o = xh™! € H, ce qui est absurde.
DoncHnaH = @.
» On a lapplication
H—-aoH
h— ah
est bien définie et bijectiveéfle réciproque y — o 1y), et donc |aH| = [H].
» Comme de plus [H| = l par cardinalité on en déduit que

Q3. Il y a plusieurs fagons de procéder (par exemple en utilisant le fait que les transpositions de la forme (k k + 1) générent S,,).
Proposons une démonstration reposant sur les déterminants de Vandermonde.
Si |E| < 1, le résultat est immédiat. Sinon, posons n = |E| et soit u : [1,n] — E la bijection croissante. La permutationt =u" ccou a les
mémes longueurs de cycles que o, donc e(t) = e(0). Comme u est croissante, (i, j) — (u(i), u(j)) met en bijection leurs ensembles d’inversions,
donc d; = d. Quitte a conjuguer par u, on peut donc supposer E = [1,n], muni de l'ordre usuel.
On travaille désormais avec o € S,,. Choisissons des complexes distincts xq, ..., x,, qui serviront a calculer sa signature au moyen d’un

7;

1

déterminant de Vandermonde.

On sait que
1 X1 x{l_l
n—1
Vo = def [ 12 | TT G-
P : 1<i<j<n
1x, .. 01

En effectuant la permutation o sur les lignes, on obtient
V(xa(l), vy xa(n)) = e(o)V(xy, ..., %) = €(0) H (xj - x).
1<i<j<n
et, toujours par le déterminant de Vandermonde,
V(e %om) =TT (500 = %0)
1<i<j<n
D’otl finalement (le déterminant est non nul)

| P i<n (xo(i) - xa(i))

H1£i<j£n(xj - xi)
Les termes du numérateur et du dénominateur sont les mémes au signe pres, et le nombre de termes du numérateur qui sont de signe opposé

a ceux du dénominateur est exactement le nombre d’inversions d;.
D’ou

e(o) =

e(0) = (—1)%.
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B. Propriétés du symbole de Legendre

Q4. Tous les éléments non nuls de Z,/27Z. sont des carrés (car 12 = 1) et par conséquent
(g) _ )0 sia pair
2/ = |1 sinon.

v :(Z/pZ)" — (Z/pZ)"

xr—>x2.

Q5. Considérons

C'est une application bien définie, un morphisme de groupes (car pour tous x, y € (Z,/pZ)", par commutativité, (xy)2 =x?y?)etona
Kp = Im(y)
d’ou
K, est un sous-groupe de (z/pz)".
De plus

Ker(y) = {x €(Z/pZ)" | x* = 1}.
Or comme Z/ pZ. est un corps, on a pour tout x € Z/ pZ,

¥ -1=0<x=10u x=—1.
Comme 1 # —1 on en déduit que

Ker(y) = {1, -1} et |[Ker(y)| = 2.
De plus comme Z./ pZ. est un corps on a

(z/pZ)" = (Z/pZ) \ {0} dot [(Z/pZ)"| = p—1.

Par la question Q1 on en déduit

p—l
[Ky| = >

Q6. Procédons par inclusion et inégalité des cardinaux.
Notons

R, = {a € (Z/pZ) |a'T —1= o}.

» InclusionK, Cc R
Soita € K,,. Alors il existe x € (Z/ pZ)” tel que a = x*. On a donc, par le petit théoréme de Fermat,
p-1

p1
a:? —lz(xz) 2 -1
= xp_l —1
=0
et donc
K, CR,.
» Inégalité de cardinaux ’Kp’ > ’Rp’ .
On aR,, est l'ensemble des racines du polynome de degré L
k)
X2 —1e(Z/pZ)[X].
Comme Z./ pZ est un corps, ce polynéme a au plus ‘DT_I racines dans Z./ pZ. et donc

p—1
‘RP’ < 2
Par la question Q5 on a donc
[Kp| > R
» Conclusion
Par inclusion et inégalité des cardinaux on en déduit que
Ky =R,

c’est-a-dire

K, :{ae(Z/pZ)xm%l —1:0}

Q7. Soita € Z. Si p divise a, les deux membres sont congrus a 0 modulo p.
Sinon, posons x = [a]p € (Z/pZ)”. Par le petit théoréme de Fermat on a

1 2
(x 2 ) = xp_l =1.
—1

Comme Z./ pZ. est un corps, on en déduit que x 2 € {1,—1}. Par la question Q6, cette puissance vaut 1 ssi x € K, et vaut donc —1 sinon.
On a ainsi dans tous les cas

(%) = a%l (mod p).

Q8. Pour tout a € (Z/ pZ)*, la question Q7, appliquée ¢ un représentant entier de a, donne I'égalité

et

dans 7./ pZ., et comme (Z./ pZ)~ est commutatif,
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(Z/pZ) - (Z/pZ)"
pt
a—a 2
est un morphisme de groupes.
Comme p est impair on a [1], # [~1],, et x = [x], réalise un isomorphisme de {1, ~1} sur le sous-groupe {[l]p, [—1]p} de (Z/ pZ)", qui
contient I'image du morphisme ci-dessus. On en déduit que

(;) est un morphisme de groupes.

Q9. Soita € (Z/pZ)“ \ K,,.
Comme |(Z/pZ)X|/‘KZ‘ = 2 par la question Q5, la question Q2 donne que (Kp, aKp) est une partition de (Z./ pZ.)".
Tout d’abord pour tout a € K,, avec x € (Z) pZ)" tel quea = x*, on a
Y(@) =y (x*) =y(x)" =1
et donc est constante égale a 1 sur K.
Ensuite, par disjonction de cas
» siy(a) =1, alors pour toutb € aK, on a

Y(b) = y(a(a™'b)) = Y(a) x V/(&Lb) =1x1=1
€K
et donc ’

y=1

» siy(a) = —1, alors pour toutb € aK, on a
¥ (b) = y(a(a™'b)) = y(a) x tﬁ(g_i) ——Ix1=-1
€K,

et comme (;) vaut 1 surK,, et =1 sur oK, (le complémentaire de K, dans (Z/ pZ)*), on en déduit que

= (3)
p

Q10. Soient a,ay € (Z/pZ)~ etby, by € Z./ pZ. Alors pour tout x € Z,/ pZ on a

arb, (far,(%)) = ar(apx + by) + by
= (aya2)x + (a;by + by)

et donc
fal,bl ° faz,b2 = falaz,a1b2+b1-
En particulier, comme de plus1dz,,7 = f1 o, ona:
» Inclusion
Soit p € GA((Z/pZ) et (a,b) € (Z/pZ)" x Z/ pZ tels que ¢ = f,. Alors
(2 fa‘l,—a‘lb = fa‘l,—a‘lb °Q

= fio
et donc ¢ est bien bijective.
D’ou
GAW(Z/pZ) € S(Z/pZ)
» Non-vacuité : on a déja vu queldz, 7 = fio € GA{(Z/pZ).
» Stabilité par produit : on a déja vu que fy b, ° fa, b, = fa,apaib,+b, € GAI(Z/PZ).
» Stabilité par inverse : on a déja vu que f,;, = fo-1_,1, € GA((Z/pZ).
Et donc

GA(Z/ pZ) est un sous-groupe de S(Z/ pZ).
Q11. » Ona fi;: x = x + 1 est un p-cycle, et par conséquent, comme p est impair,
e(fig) =D =1
» Par récurrence sur les représentants dans [0, p — 1], on obtient donc que

vbe Z/pZ.e(fip) = 1.

» L’application
o :(Z/pZ) — S(Z/pZ)
arm fa,O
est un morphisme de groupes (car pour tous ay, ay € (Z,/pZ)" on a ay(ayx) = (ayaz)x).
Par conséquent
eo0: (Z)pZ) — {-1,+1}

a > &(fa0)

est un morphisme de groupes.
Et donc par la question Q9 il s’agit soit de 'application constante égale da 1, soit de (;)

» Montrons que ce n’est pas l’application triviale.
Or(Z) pZ)* est cyclique. Soit { un générateur de (Z./ pZ)". Alors fro estle(p—1)-cycle (14 8% P7%) (et fixe 0) et donc

e(fro) = (-DP?=-1.

Donce oo # 1, d’oti finalement
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va € (Z/pZ)"e(fa0) = (%)

» Comme pour tout (a,b) € (Z/pZ)* x Z./ pZ on a
Jap = fib° fao
on en déduit que pour tout (a,b) € (Z/ pZ)* x Z./ pZ,

e(fap) = e(fip) x e(fap) = 1 <%)

et donc

e(fur) = (4}

C. Groupe dérivé de GL,,

Q12. Soient M{,M, € G.

I, C, A I, C, A,
Soient (A1, Cq,Lq) et (Ay, Cy,Ly) tels que M; = (0 L Ll) et M, = (O I Lg).
00 I 0 0 I
On a alors par produit par blocs ’ ’
I; C;1+Cy Aj+Ay+CL,
MIMZ = 0 Il Ll + Lz
0 0 I

On a donc
I, 00
> I7 =10 Il 0) € G,
001
» par le calcul précédent G est stable par produit,
I

3
» pour tout M € G avec (A,C,L) tels que M = | 0 I, L | on a, toujours par le calcul précédent

00 Iy
I; C A\/I; -C —A+CL
0 11 L 0 Il —L :I7

0 0I/\o0 o I

I, -C —A+CL
et doneM™! = (0 L, -L ) e G.

00 L

\ =3 7
D’ou G est - de GL;(R
oul est un sous-groupe de GL( )l Lo, A, Lo oA,
De plus, toujours par les calculs précédents, pour M; =0 I, L |etMy=(0 I, L, |ona

0 0 I, 0 0 I,
M MMMz =0 1, 0
00 I

Or pour tous C1,Cy € M3 1(R) etLy, Ly € My35(R) on a
rg(C;Ly — CyLy) < dim(Vect(Cy, Cp)) < 2.

Réciproquement, toute matrice A € M3 5(R) de rang inférieur ou égal a 2 s’écrit sous la forme C;L, — C,Ly. En notant E1,Ey,E5 la base
canonique de R3,

» sirg(A) =0 alors A = 05,073 — 031073,

» sirg(A) = 1 alors il existe (C1,Ly) € M3 1(R) x My 3(R) tels que A = C4L; et donc A = C{Ly — 03103,

» sirg(A) = 2 alors il existe P,Q € GL3(R) tels que A = P diag(1,1,0)Q"! = P(EIEI + EZE;—)Q_1 et donc avec C; = PE{, Cy = PE,,

L,=E]Q letL; =-EJQ lonaA =CiL, — C,L;.
D’ou

I, 0 A
{xyx_ly_l,(x, y) € Gz} =40 I 0], AeM;s;3(R)|rg(A) < 2.
00 I
I, 0 A
Notons N(A) = <0 I 0). On a déja vu que pour tous Ay, Ay € M3 3(R),
00 1
N(A1N(Az) = N(A; + Ay).
Comme N(0) =1 et N(A)_1 = N(—A), l'ensemble des N(A) est un sous-groupe de G contenant tous les commutateurs. Il contient donc
D(G).
Regci[))roquement, pour toute matrice A = (a,-,j) € M3 3(R), chaque a; jE; ; est de rang inférieur ou égal a 1, donc N(a,-,jEi’j) est un commu-
tateur. Comme A = Zz‘3=1 Z?=1 a; jE; j, la formule de produit donne N(A) € D(G).
On obtient donc
D(G) =3[0 I; 0| AeM;33(R);.
001

Et comme il existe des matrices 3 x 3 qui ne sont pas de rang inférieur ou égal a 2 (I3 par exemple), on en déduit que

{xyx~ly™! (x,y) € G? = D(G).

Q13. On a pour tous (x,y) € G2,
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Q14.

015.

Q16.

Q17.

Q18.

Q19.

o(ryx~1y ™) = o)) ()
Les images des commutateurs de G sont donc exactement les commutateurs de ¢(G). Comme 'image d’un sous-groupe engendré est le
sous-groupe engendré par les images des générateurs, on en déduit

[#(D(G)) = D(p(G) |

Pour g € G, appliquons ce résultat a I'automorphisme ¢g : x — gxgL.Ona
95(D(G)) = D(gg(c)) = D(G),

dou la| stabilité de D(G) par conjugaisonl

Remarquons tout d’abord qu’un groupe K est abélien ssi pour tous x,y € K on a xy = yx, ssi pour tous x,y € K on a xyx 1y~ 1 =1, ssi
D(K) = {1}.

Par conséquent Im(p) est abélien ssi D(Im(¢p)) = {1}, ssi o(D(G)) = {1} (par la question Q13), ssi D(G) C Ker(¢).

On a donc bien

|Im(q0) est abélien <= D(G) C Ker(p).

On aK* est abélien et
det : GL,(K) —» K*

A — det(A)
est un morphisme de groupes, d’oti par la question Q14 on a

|D(GL,,(1K)) C Ker(det) = SLn(]K).|

Ona
T ' =1, - AE;;
et par conséquent
DTD'T~! = D(I, + AE;;)D (I, — AE;)

=1, + DAE; ;D! — AE;; — DAE; ;D' AE;;
4
= In + AEEL] - AEi,j - 0

d’ou

e g
DTD™'T 1:1,,+A(d—j—1 E; ;.

On sait déja par la question Q15 que D(GL,(K)) c SL,(K).
De plus on sait que SL,(K) est engendré par les transvections élémentaires. Comme D(GL,(K)) est un groupe il suffit de montrer que toute
transvection élémentaire est dans D(GL,(K)).
Soient T une transvection élémentaire, i, j € [1,n] tels quei # j et A € K tels que T =1, + AE; ;.
Comme K posséde au moins trois éléments, il existe a € K* \ {1}.
Posons
A = diag(1,...,1,a,1,...,1)
la matrice diagonale avec a en position (i,i) et 1 ailleurs, et
A
B= In + aTIEI’]
Par la question Q16 on a
ABATIBT! =T, + AE;
et donc en particulier
T € D(GL,(K)).
D’oti finalement

SL,(K) = D(GL,(K)).

On a poura,b € KX,
DAy = Agp
et donc
D est un sous-groupe de GL,(K)
comme image du morphisme de groupes
K* — GL,(K)
a— A,
Soit A € GL,(K). Procédons par analyse-synthése.
» Analyse
Soient (A, S) € D x SL,(K) tels que A = AS et a € K* tel que A = A,. Alors
det(A) = det(A) det(S) = det(A,) = a

et on en déduit que A = Agey(a) et doncS = ATIA.
Do

» Syntheése
Posons A = Ageya) € D etS = AT1A.

On a bien A = AS et det(S) = det(A) " det(A) = 1, donc S € SL,(K).

Posons
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Y :K*>H

a > ¢(Ag).
C’est un morphisme de groupes, comme composée de ¢ et du morphisme de groupes a — A, mis en évidence a la question Q18.
Comme H est abélien, on a D(H) = {1} et par les questions Q14 et Q17 on a donc

vS € SL,(K), ¢(S) = 1.
Soit A € GL,(K).
La question Q18 montre qu’il existe S € SL,(K) tel que
A = Agey(a)S
d’ou
0(A) = 0(Adera))(S) = P(det(A)) x 1 = y(det(A)).

D. Loi de réciprocité quadratique

Q20. » La division euclidienne par g montre que tout k € [0,N — 1] s’écrit de maniére unique k = qi + j aveci € [[O,p - 1]] etj€ |[0,q -
] et b
» De méme la division euclidienne par p montre que tout k € [0,N — 1] s’écrit de maniére unique k =i+ pj aveci € [0,p—1] etj €
foa1
» Comme p et q sont deux nombres premiers distincts, p Aq = 1 et le théoréme des restes chinois montre que 6 est bien définie et que
[o,LN—1] - E

k = (k%p,k%q)
est bijective. Or 0 est exactement sa bijection réciproque, d’ou0 est bijective

Q21. On a le tableau de correspondance

Ainsi

@ @ (m)

4 c 0
Pour p =3 etq =5, on obtient
i\j 0 1 2 3 4 i\j 01 2 3 4 iNj 0 1 2
0,0 1]2/|3]|4 0036|912 0,06 1239
11516789 111471013 1710017 |13
2 11011 /12|13 | 14 2 12|(5/8/11 |14 2 05112 8|14
€ : par lignes ¢ : par colonnes 0 : par restes chinois

Q22. Soiti € [0,p—1].
Ona
oLy ={i+pjjefo.q—1]}
Soit j € [0,q — 1].
Ona
i+pj=i (modp)
d’ou
071G+ pi) = (. (i + pi)%q).
On en déduit donc que
(0_1 o C)(Ll) C Li'
Et comme 0! o ¢ est bijective (composée de bijections) et L; est fini, on a bien

(071 ec) L) =L

et la permutation induite est

Li — Li
@.J) = .G+ p)7q)

Q23. » Décomposition en lignes
Notons p = 0~ o c. On a déja vu que p laisse stable chaque ligne L; et induit sur celle-ci la permutation
pi:Li =L
@.J) = G, (@ + pj)7%q).
Munissons E de Uordre total donné par la numérotation €, c’est-d-dire
@) <(@.j") =10 )) <))
Dans cet ordre, tous les éléments de L; précédent ceux de Ly lorsquei < i’. Comme p laisse stable chaque ligne, un couple d’éléments

appartenant a deux lignes distinctes ne peut donc pas étre une inversion de p.
Les inversions de p sont ainsi exactement les inversions des p;, chaque ligne étant munie de I’ordre induit. On a donc

p—1
dP = Z d i
i=0

et par la question Q3 on en déduit
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p-1 p-1
e(p) = (1% = [T (0% = [T eton.
i=0 i=0

» Signature de la permutation induite sur une ligne
Soiti € [0, p—1].
On a la bijection
u: L, > Z/qZ
1)~ U,
Comme [(i + p)%al, = [plyljl, + [l on a
cpiot = fipl, il
Les permutations p; et fp] [il, ont donc des cycles de mémes longueurs et par conséquent la méme signature.
Comme p et q sont premlers et distincts, on a [p ] € (Z/qz)", donc f[P] [il, € GA(Z/qZ) et la question Q11, appliquée au nombre

e(p;) = g(f[P]q,[i]q) - (g)

premier impair q, donne

» Conclusion
On a donc

p-1 » P
e(p) = [ e(o) = (—)
i=0 q

e(0toc) = (S)

Q24. Notons o = €' o c et munissons E de l'ordre total donné part, comme a la question Q23.
» Caractérisation des inversions
On a pour tout (i, j) € E,

et comme p est impair on a donc bien

(o (i, ) = (. j).
Un couple ((i, ), (', j*)) € E? est donc une inversion de o ssi
G, j) < €@, 7)) et c(,j)>c@,j).
Or les numérotations par lignes et par colonnes donnent respectivement
0, )) <t(i,j) e=i<iou(i=ietj<j),
c(i,j)>c(’,j)=j>jou(=jeti>i).
Sii=1i’, ces deux conditions imposent a la fois j < j’ et j > j’, ce qui est impossible. De méme, le cas j = j’ est impossible.
On en déduit que ((i, j), (i’,j")) est une inversion de o ssi
i<i

4

et j>j’.
» Nombre d’inversions
I suffit donc de choisir deux lignes distinctesi < i’ et deux colonnes distinctes j* < j. Elles donnent exactement une inversion, le couple
((0,1), G, J")), formé par les deux cases grisées ci-dessous :
J J
i GJ) @)
NGO RN )]

On a donc
P _(p)(q)_p(p—l)xq(q—l)_ Pl a1
o \2/\2/ 2 2 P 2
» Conclusion
Comme pq est impair, on a
_p—-1 q-1
dy = 5 X 5 (mod 2).

Par la question Q3 on a
8(8_1 oc) = (—1)d"

d’ou finalement

—1_g-1
5(’(—1 ° c) = (—1)%1xq7.

Q25. Ona
-1
tloc=(0710t) (07 o).
Comme la signature est un morphisme de groupes et qu’une permutation a la méme signature que son inverse, on en déduit
e(tloc)=e(07 o) xe(67 o).

Par la question Q23 et le résultat admis qui la suit, on a donc

La question Q24 donne alors
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Q26.

Q27.

Q28.

E. Frobenius-Zolotarev

NotonsEy, ..., E, la base canonique de (Z,/ pZ)" etB = (by,...,b,) € (Z/pZ)". On a
fi,B = fi b, © - © fib,E,
Pour touti € [1,n], choisissons k; € I[O, p— 1]] tel que b; = [ki]p. On a alors

ki
fin,biEi = (ﬁn’Ei) :
I suffit donc, comme a la question Q11, de montrer que g(ﬁnsEi) =1 pour touti € [1,n].
Soiti € [[1,n].
On peut décomposer (Z.,/ pZ.)" en la réunion disjointe des droites affines

(z/pZ)" = |_| | x xezZ/pz
(@111 1,00 )EZ ) pZ)" ™ || Fit1

De plus fi x, laisse invariante chacune de ces droites affines et agit sur chacune d’elles comme la translation x — x + 1 de Z/ pZ, qui, cf.

question Q11, est une permutation de signature +1. La signature de ﬁnsEi est le produit des signatures de ces restrictions, donc vaut 1.
Par conséquent, pour tout B € (Z/ pZ.)",

g(fln,B) =1.
On peut décomposer (Z.,/ pZ.)" en la réunion disjointe des droites affines
x
(z/pz)" = || 2| xez/pz

(@)@ /p20 ||

De plus ng,o laisse invariante chacune de ces droites affines et agit sur chacune d’elles comme la multiplication par { de Z./ pZ. Cette

permutation fixe 0 et permute les éléments non nuls en un (p — 1)-cycle, donc sa signature vaut (-1)P"% = —1, comme a la question Q11.
Comme p"~ ! est impair, on en déduit que

n—1
e(fa0) = (- =1
Pour tous (A, B) € GL,(Z/ pZ) x (Z/ pZ)", on peut écrire
Jap = fi,B° fao

et donc par la question Q26,
e(fap) = £(fi,8)e(fao) = (fao)-
De plus pour tous Ay, Ay € GL,(Z/pZ), on a
Saa,0 = fan0° fao

et donc
¢ :GL(Z/pZ) - {+1,-1}

A e(fao)

est un morphisme de groupes.
Comme ({+1, —1}, x) est abélien, p(r

Par la question Q9,1 =1 outy = | —

a question Q19, il existe un morphisme de groupes : (Z/ pZ)* — {+1,—1} tel que ¢ = 1 o det.
. Pour le générateur { choisi a la question Q27, on a det(Aév) ={, donc

9O = o(nr) = e(fa0) = —1.
Ainsiy # 1.
Etdoncy = (;) c’est-a-dire que pour tout A € GL,(Z/pZ),
() = pedea) = (<52},

On a donc bien montré le résultat (dit théoréme de Frobenius-Zolotarev) :

det(A) )
)

V(A,B) € GL,(Z/pZ) x (Z/ pZ)", e(fap) = (
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