Révisions sur les polynomes

Calculs plus ou moins directs

Exercice 1.  Une relation binomiale. X
n
Pour tout n > 1, on note P, = 1 + X + --- + X*~1, Montrer Vn € N*, Z (Z)Pk =2n-1p, (%)
k=1
Exercice 2.  Une identité g-binomiale. X
n
Soit g € C tel que 0 < |g| < 1 et n € N*. Pour tout z € C*, on définit F(z) = H(l +g%k1z) 1(1 + k171,
k=1
n
1. Montrer qu'’il existe un unique (¢, ... ,¢,) € C"*1 tel que vz € C*,F(z) = Z ck(zk + z‘k).

k=0
2. Pour z € C*, exprimer F(q%z) en fonction de F(z).

3. En déduire une relation de récurrence sur les ¢, puis une expression de ¢, comme un produit.

Exercice 3. Nombre de coefficients positifs. X
Si P € R[X] est de degré n, on note N(P) le nombre de coefficients (de degré k € [[0,n])) positifs ou nuls de P.

1. Soit P € R[X] de degré n > 2. Montrer que N(P?) > 3.
2. Montrer que, pour tout n > 2, il existe P € R[X] de degré n tel que N(P?) = 3.

Exercice 4. Minoration du degré.

Soit n € N et P,Q € R[X] deux polynomes différents de degré n. Montrer deg (P* — Q3) > 2n.
Le résultat reste-t-il vrai si P,Q € C[X]?

Exercice 5.  Un jeu dans N[X].

Alice et Bob jouent ensemble : Bob pense 4 un polynéme P a coefficients dans N et Alice doit le deviner. A
chaque tour, Alice choisit un entier k € Z et Bob lui donne la valeur de P(k). En combien de tours Alice (qui
sait dés le début que les coefficients de P sont dans N, mais n’a pas plus d’information sur ce polynoéme ou
son degré) peut-elle deviner P ?

& Exercice 6. Polynomes de Cebysév de premiére espéce.

1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique T, € R[X] tel que V0 € R, cos(nf) = T,,(cos 0).
2. Montrer vn € N, T, , 5, = 2XT, .1 = T,.
3. Pour tout n € N, déterminer :

» le degré et le coefficient dominant de T, ;

» les racines de T,, d’abord dans [—1, 1], puis dans C.
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TD1 REVISIONS SUR LES POLYNOMES

Racines, factorisations, relations de Viete

Exercice 7.  Une suite non polynomiale.

Déterminer tous les polyndomes P € R[X] tels que Vn € N,P(n) = n? + (—1)"™.

Exercice 8.  Une jolie application algébrique du TVL Mines
Soit a,b,c,d,e € R. Onnote P = aX* + bX3 + cX? +dX +eet Q =aX2+(c—b)X +e—d.

Montrer que si Q posséde une racine réelle r > 1, alors P posséde une racine réelle.

Exercice 9.  Multiplicité d’une composée.

Soit A, B € K[X] non nuls, et z € K une racine de A. Montrer que (B A) = j1,(A) py(B).

Exercice 10.  Factorisations réelles.

Factoriser les polynomes suivants sur R.
(i) X4 +X2%+1; (ii) X*+X2-6; (iii) X& + X% +1.

Exercice 11.  Somme alternée de polynémes de Hilbert.

X(X 1) XX =1) (X —n+1)

Soit n € N*. Factoriser dans R[X] le polynome 1 — X + 5 + e (=) o
Exercice 12.  Une factorisation.
On considére le polynéme P = (1 — X?)3 + 8X3.
1-2° ’
1. Déterminer les solutions complexes de I’équation ( 5 ) =-1

2. En déduire la factorisation du polynoéme P sur C, puis sur R.

Exercice 13.  Systémes polynomiaux et relations de Viéte.

Résoudre les systémes suivants, d’inconnues x, y, z € C.

x+y+z = 2 X+y+z=2
(i) 3xy+yz+zx= -5 (i) {x2+y?+22=6
xyz =—6; x3+y3+23=8.

Exercice 14.  Septiéme somme de Newton.

Soit P = X3 - X + 1 € R[X].
1. Montrer que P admet trois racines complexes distincts a, b et c.
2. Calculer a? + b +c% eta’ + b7 + 7.

Exercice 15. Somme des différences au carré.

Etant donné P € C[X] dont les racines (avec multiplicité) sont z, ..., z,, on définit E(P) = Z (z— zj)z.

Soit P € C[X] de degré n > 2.
1. Exprimer E(P) en fonction des coefficients de P.

2. En déduire E(P’) = W#E(P)
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TD1 REVISIONS SUR LES POLYNOMES

Exercice 16.  Fonctions symétriques modulo c.

P+ +z2 x2+y?+22 33+ 3+ 28

Soit x, y, z € C de somme nulle. Montrer 3 5 3

& Exercice 17. Identités de Newton, cas facile.
n
Soit z3,...,z, € Ket P = H(X — zp) un polyndme unitaire scindé sur K.
=1

Pour tout r € [0,n], on note o, = Z zj, - z; lar-iéme fonction symétrique élémentaire.
1<y <<jp<n

n .
1. Montrer Vk > n, vt € [1,n]], Z(—l)"‘f cn_-sz_” =0.
j=0

n
2. Pour tout s € N, on note p, = Z z} la s-iéme somme de Newton. Déduire de la question précédente les
=1

n
identités de Newton Yk > n, Z(—l)r Oy Py = 0.
r=0

&x Exercice 18.  Identités de Newton, cas difficile.

Soit 0 < k < n deux entiers et xq, ..., x, € K.

Pour tout A C [[1,n]], on note x, = H x, et on introduit, pour tout r € N,
acA

n
» les sommes de Newton p, = Z xj

j=1
» et les fonctions symétriques élémentaires ¢, = Z x (qui sont donc nulles sir > n).
AC[[1,n]]
|Al=r

1. En simplifiant de deux facons la somme Z (—1)|A‘ Xp xJ’HA', démontrer l’identité de Newton :
Ac[[1,n]

jell1,n]
A<k

N (10, pry = (D (n = K)o
r=0
2. Montrer que I'identité de Newton reste vraie si k > n.

Exercice 19. Une formule a la Konig-Huygens.

n n
Soit x,...,x, € RetP = H(X — x;.). Déterminer min Z(x — x;.)? en fonction des coefficients de P.
k=1 xR (4

Exercice 20. Somme de valeurs de tan®.

kn = 2n
- 22 i —1)? p
1. Montrer que, pour tout k € [1,n — 1], tan o est racine de pE:o( 1) (2p + I)X .
2 km _ (n—-12n-1)

n—1
2. En déduire kZ_:l tan o 3

Exercice 21.  Une identité trigonométrique.

n
Soit n € N*. On considére le polynéme P = Z Xk,
k=0

1. Factoriser P sur C.
n

1 . kn
2. En déduire la valeur de :kl:[l sin (m)
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Exercice 22.  Produit trigonométrique.

n

Calculer H (5 —4cos (%))

k=1
Equations fonctionnelles et autres contraintes

Exercice 23.  Une premiére équation fonctionnelle polynomiale.

Déterminer tous les polynomes P € R[X] tels que P(X?) = (X? — X + 1)P(X).
Exercice 24.  Une deuxiéme équation fonctionnelle polynomiale.

Déterminer tous les polyndomes P € C[X] tels que (X + 1) P(X) = XP(X + 2).

Exercice 25.  Une troisiéme équation fonctionnelle polynomiale.

Trouver les P € K[X] tels que (X + 3)P = XP(X + 1).
Exercice 26.  Une quatriéme fonctionnelle polynomiale. Mines

Déterminer tous les polynémes P € C[X] tels que P(X?) = P(X) P(X — 1).

Exercice 27.  Formule de Cauchy et polyndmes réels sur le cercle unité.

T
1. Soit P € C[X] et k € Z. Calculer % J P(elt) ekt dt.
—7T

2. Déterminer les polynomes P € C[X] tels que Vo € U,P(w) € R.

Exercice 28.  Polynomes stabilisant le cercle unité.

Déterminer les polynémes P € C[X] vérifiant vz € U, P(z) € U.

Exercice 29.  Régularité a droite.
Soit P,Q,R € R[X] tels que Qe P =R P.

1. Montrer que si P n’est pas constant, alors Q = R.

2. Montrer que ’'on ne peut pas étendre la question précédente a tous les polynémes P.

Exercice 30.  Polynémes commutant avec X% + 1. Putnam

On note Q = X2 + 1. Trouver tous les polynomes P € R[X] tels que Po Q = Q « P.

Exercice 31.  Polyndmes stabilisant les puissances.

Soitt € |1, 400l et T = {T" | ne N}. Déterminer ’ensemble des polynomes P stabilisant T, c’est-a-dire tels
quevVx € 7,P(x)e 7.

Exercice 32.  Une propriété d’imparité. X (PC)
Soit P € R[X] tel qu’il existe une infinité de couples (x, y) € Z? tels que P(x) + P(y) = 0.

Montrer qu’il existe ¢ € Z tel que P(X) + P(c — X) = 0.

Exercice 33.  Deux jets égaux.

Soit n € N*. Existe-t-il un polynéme P € R[X] de degré n tel que Vk € [[0,n — 1]], P®(0) = PK)(1)?
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Exercice 34. Polynémes harmoniques.

x+1

On note 96 = {P € R[X]

vx € R, P(x) = %J

x—1

P(t) dtg'

1. (a) Déterminer 96 n Ry[X].

(b) Montrer X? ¢ 96 et en déduire 96 n R,[X].
2. Montrer que 94 est stable par dérivation, c’est-a-dire VP € 94, P’ € 96.
3. Que vaut 347

Aspects linéaires

Exercice 35. Invariance sous U,,.

Soit P € C[X]. On note {, = exp (z%) Montrer I’équivalence

P(X) =P((,X) < 3Q € C[X] : P =Q(X™).

Exercice 36.  Une famille libre. Mines (PSI)

Soit P € R[X] un polynéme de degré n et g, ay, ..., a, € R des scalaires distincts.
Montrer que (P(X + ai))?zo est une base de R,[X].

x Exercice 37.  Une famille libre, bis. Ulm
Soit P € R[X] un polynéme de degré n > 0et 0 <k <n.
Montrer que la famille (1,X,..., Xn—k=1 p(X),P(X + 1),...,P(X + k)) est libre.

o Exercice 38. Interpolation sans condition sur le degré.

Soit ay, ..., a, € K tous distincts et by, ..., b, € K.

Déterminer tous les polynomes P € K[X] tels que Vi € [1,n]], P(a;) = b;.

Exercice 39.  Rigidité, version géométrique.
Soit P € C,[X]. On suppose qu’il existe deux droites D,D’ C C telles que {z € D|P(z) € D’} contienne au

moins n + 1 éléments. Montrer que Vz € D,P(z) € D’.

o Exercice 40. Interpolation de Lagrange explicite.

Soit P € R [X] tel que vk € [0, n]], P(k) = k—_’il

1. Déterminer le polynéme Q = (X + 1)P — X.
2. En déduire P(n + 1).

Exercice 41.  Interpolation de Lagrange explicite, bis.

Soit r € R. Soit P € R,,_{[X] tel que Vk € [[1,n]], P(k) = rk. Calculer P(n + 1).

Exercice 42.  Interpolation de Lagrange explicite, ter.

Soit P € R,[X] tel que vk € [1,n + 1], P(k) = % Calculer P(0).
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Exercice 43.  Une formule combinatoire par Uinterpolation.

Exprimer de deux maniéres I'unique polynéme P € R,_;[X] tel que Vk € [[1,n],P(k) = k"1, et en déduire la

valeur de
& n+1 —k
g ( . )(—1)n k.

=
Fractions rationnelles

Exercice 44. Points entiers d’ une courbe rationnelle.

x3

Soit f : x > ———Mm—.
f x2+2x+3

Déterminer les points entiers de son graphe, c’est-a-dire Z2 n gr(f).

Exercice 45.  Fractions rationnelles périodiques.

Déterminer les F € C(X) telles que F(X + 1) = F(X).

Exercice 46.  Polynéme composé de deux fractions rationnelles.

Soit R € R(X) non constante telle que R( ) € R[X]. Montrer que 1 est un pole de R.

X
1+ X2

Exercice 47.  Coefficients de Taylor d’une fraction rationnelle.

F")(0)
!

Soit F € R(X) une fraction rationnelle dont 0 n’est pas un pdle. Montrer que la suite ( ~

) vérifie
neN

une certaine relation de récurrence linéaire (non triviale) a coefficients constants.
Décompositions en éléments simples

Exercice 48.  Décompositions en éléments simples.

Décomposer en éléments simples (sur C et sur R) les fractions rationnelles suivantes.

N X+1 1 . X4 +1 L X3—1
@ X2+X+1’ (i) X2-1DX+1)2’ ) Xé_1° (vii) X—2)2"
Q) —— . i) 7X2 44X —4 vi) X1 i) 4.
X+ 123 -X) V) i X2(X +1)2° W xzez
) X2 +X+1 3X4+ X3 +4X2 -X -3
(ix) ; (x)

X3+X24+X+1’ X+ 1)(X2+1)2

Exercice 49. DL et DES.

3
1. Donner un DL;(0) de x X 1.
x2+1
2. En déduire la décomposition en éléments simples de &
X8(X2 +1)
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Exercice 50. Décompositions en éléments simples réelles, dépendant de n.

Soit n > 2. Déterminer les décompositions en éléments simples sur R des fractions rationnelles suivantes :

X2+X+1 ! ;
6] —)z(n ; (iii) XX -1 (X—n)’
n . 1
(i) XZ+ 1)’ (W) Xn(1 - X

Exercice 51. Décompositions en éléments simples complexes, dépendant de n.

Soit n > 2. Déterminer les décompositions en éléments simples sur C des fractions rationnelles suivantes :

0) s (i) Tt
n—1 . 1
(ii) ( nX ) : ™) XD

Exercice 52.  Utilisation de la dérivation.

Déterminer la décomposition en éléments simples dans C[X] de (ﬁ) , puis celle de

1
X 17
Exercice 53.  Image de la dérivation et résidus.

Notons & = {R" |R € C(X)}.

1. Pour tout z € C, on appelle résidu de F en z, et on note rés,(F), le coefficient devant XL—Z dans la
décomposition en éléments simples de F. Montrer que 2 = {F € C(X)|Vz € C,rés,(F) = 0}.
2. Montrer que {R’ |R € R(X)} =RX)n 9.

Applications aux polynomes

Exercice 54. Somme pondérée de puissances.

Soit P € R[X], unitaire de degré n, dont les racines complexes x, ..., X;, sont simples.

Calcul tout p € [0 1], 1 Zn: x’f
alculer, pour tou ,n— 1], la somme .
p p k:1 P,(Xk)

Exercice 55. Un trés grand classique.

’

1. En décomposant en éléments simples de % déterminer tous les P € C[X] tels que P’ | P.

2. Que se passe-t-il sur R?

Exercice 56.  Minoration des valeurs d’un polynéme.

Soit P € C[X] unitaire de degré n>1.0Onnote Q=X(X—1)-(X—n).
(= 1) 1
1. Montrer Z P(k)X—k

2. En déduire Z( 1 k( )P(k) =nl.

3. En déduire max {[P(k)|| k € [[0,n]]} > on

Lycée Sainte-Geneviéve — MP* 7 2026-2027



TD1 REVISIONS SUR LES POLYNOMES

Exercice 57.  Polyndmes scindés d racines simples, via les fractions rationnelles.

Soit P € R[X] un polynéme scindé a racines simples sur R.

P(x)
P(x)

Exercice 58.  Inégalité de Bernstein (1926). X

Esquisser le tableau de variation de x — et en déduire que P + P’ est scindé a racines simples.

Soit n € N* et zq, ..., 2, les racines de X" + 1.

7. P(z. X
1. Montrer VP € C,[X],XP’ = Z (k (Zk1 )2)
Zk —

2. Pour Q € C[X], on pose ||Q|| = sup |Q(z)| Montrer VP € C,[X],|P’| < n|P|.
zelU

Polynomes complexes, localisation des racines

Exercice 59.  Polynémes complexes comme somme de deux carrés, de deux cubes. X

1. Montrer que tout polyndéme complexe s’écrit sous la forme A% + B2, avec A, B € C[X].

2. Le résultat est-il encore vrai avec 'écriture A3 + B3?

Exercice 60. Racine dans A. Mines

Soit P € C[X] de degré n > 1. On suppose que P posséde une racine dans A = {z € C|z| < 1}.
Montrer qu’il existe Q € C,[X] tel que |P| = |Q| sur U et |P| < |Q| sur A.

Exercice 61. P versusP-P. X (PC)

Trouver les polynémes P € C[X] tels que P et P - P aient exactement les mémes racines.

Exercice 62. L’ensemble ordonné C[X].
Déterminer les (P, Q) € C[X]? tels que Vz € C, [P(2)| < |Q(2)|.

Exercice 63. Le polynéme de Taylor de l'exponentielle est séparable.

n Xk
Montrer que Z T n’a que des racines simples sur C.

k=0
Exercice 64. Localisation d’une racine. X (PSI)

Montrer que le polyndme P = X! + 14X2 — 5X + 1 posséde au moins une racine complexe de module < 1.

Exercice 65. Un polynome. Mines
Soit P(X) = nX" — X" 1 — ... =X — 1,

Montrer qu’a part 1, les racines de P sont de module < 1 puis que P est a racines simples.

Exercice 66. Borne de Cauchy (1829).

Soit f(X) = ag + a;X + - + a,_ X" ! + X" € C[X] un polyndéme unitaire. Montrer que le module maximal p
des racines de fvérifie

n—1
< LY al) etp<1+ .
P_maX< ;Iall) et p <1+ max |g
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Exercice 67. Théoréme d’Enestrom-Kakeya (1912). X
Soit P = gy + ;X + -+ + a, X" € R[X] tel que Vi € [[0,n]],q; > 0.

1. On suppose ay > a; > -+ > a,. Montrer que toutes les racines de P sont de module > 1.

2. Montrer qu’en général, les racines de P sont toutes dans la couronne

C(r,R)={zeC|r<lz| <R},

n—1
a
ou r (resp. R) est le minimum (resp. maximum) des (—k )

AUe+1/ k=0
A Exercice 68. Continuité des racines, énoncé élémentaire.

Soit P € C[X] de degré n > 1, possédant une racine z € C. Soit € > 0. Montrer que si Q € C,[X] posséde des
coefficients suffisamment proches de ceux de P, alors il existe { € C tel que Q({) =0 et|z— | <e.

& Exercice 69. Théoréme de Gauss-Lucas (1868).

Soit P € C[X] de degré n > 2, dont les racines sont notées zy, ..., z,.
n

Montrer que toute racine de P’ s’écrit sous la forme Z pjzj ou py,..., py € Ry vérifient p; + -+ p, =1, et
=1

]7
interpréter géométriquement ce résultat.

Exercice 70.  Théoréme d’Alexander-Walsh (1915). ENS
Soit 0 < m < n deux entiers naturels.

1. Soit P € C[X] possédant 0 comme racine de multiplicité m et dont toutes les autres racines sont
. . m
supposées de module > 1. Montrer que les racines non nulles de P’ sont de module > -

2. Montrer qu’il peut y avoir égalité a la question précédente.

Exercice 71.  Les applications polynomiales sont ouvertes, version quantitative. ENS

Soit P € C[X] de degré n > 1 tel que P(0) = 0 et P’(0) = 1. Montrer que Dy, € P[Dl], ou 'on note D, le
disque ouvert de centre 0 et de rayon r.

Polynomes réels, questions autour des polynomes scindés

o Exercice 72. Le logarithme n’est pas un polynome.

Montrer qu’il n’existe pas de polyndéme P € R[X] tel que

JA >0 : Vx > A,P(x) = In(x).

Exercice 73.  Ordre au voisinage de +oo.

Soit P, Q € R[X] deux polynomes différents. Montrer que

(BA€eR : vt > A PE) < Q@) ou BA€eR : vt > AP@E)>Q@)).
Exercice 74.  Presque faisable de téte.
Pour quelles valeurs de a,b € R le polyndome X® + aX + b € R[X] est-il scindé ?

Exercice 75.  Polynomes possédant peu de racines réelles.

Soit n > 2. Combien le polynéme X" — X + 1 posséde-t-il de racines réelles ?

Lycée Sainte-Geneviéve — MP* 9 2026-2027



TD1 REVISIONS SUR LES POLYNOMES

Exercice 76.  Polynomes de R[X] scindés a racines simples. Mines (PC)

Soit P € R[X] simplement scindé. Montrer que P n’a pas deux coefficients consécutifs nuls.

Exercice 77.  Polynomes de R[X] scindés a racines simples, bis.
Soit P € R[X] non constant, simplement scindé.

Montrer que pour tout a € C, les racines complexes de P — a sont de multiplicité au plus 2.

Exercice 78.  Polynémes scindés de R[X]. Ulm

Soit P € R[X] scindé. Montrer que toute racine multiple de P’ est racine de P.

Exercice 79.  Racines de P? + 1.
Soit n € N* et P € R[X] de degré n simplement scindé.

Montrer que les racines complexes du polyndéme P2 + 1 dans C sont toutes simples.

Exercice 80. Théoréme de Hermite-Poulain (1867). X

1. Soit P € R[X] simplement scindé, et a € R. Montrer que P’ + aP est simplement scindé.
n

n
2. SoitP e R[X]etQ = Z a;. Xk, simplement scindés. Montrer que Z a P(K) est simplement scindé ou
k=0 k=0

nul.
Exercice 81. Inégalités de Laguerre (1880).

Soit P € R[X] de degré n. Montrer les assertions suivantes.

1. SiP est scindé, alors vk € N*, vx € R, P¢—D(x) P+D(x) < PR)(x)2,

2. P est simplement scindé si et seulement si Vk € [1,n]],vx € R, P=D () PE+D(x) < PK)(x)2.
Exercice 82.  Théoréme de Székefalvi-Nagy (1918).

Etant donné un polynéme P € R[X] scindé non constant, on appelle envergure de P la différence env(P)
entre la plus grande racine de P et la plus petite.

Soit un polyndme scindé P de degré n > 2. On souhaite montrer env(P’) > | ,n ; 2 env(P).

1. On note (x)7_, les racines de P, répétées selon leur multiplicité et classées par ordre croissant. Justifier
que on peut supposer —1 =x; <x3 < x3 < - < x5, <x, = 1.

n—1
2. On note x, = — Z ;. Montrer que la plus petite racine £; de P vérifie n€2 — 2x, & — (n—2) > 0.
k=2
3. Conclure.
Exercice 83.  Perturbation monomiale et caractére simplement scindé. ENS (PC)

Soit P € R[X], de degré n et simplement scindé.

Montrer que pour tout € > 0 suffisamment petit, P + € X*™! est simplement scindé.

Exercice 84. Polyndémes d racines réelles négatives. Mines (enrichi)

Soit P € R[X] unitaire de degré n > 2 dont toutes les racines sont réelles négatives.
ntl
1. Montrer P’(0)P(1) > ———P(0).
OP() > ()
2. On suppose en outre P a coefficients entiers. Montrer P’(0) P(1) > n2"P(0).
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Exercice 85. Inégalités de Newton.

1. Montrer que P — P# = X"P (%) définit un endomorphisme de R,[X] qui préserve I’ensemble des

polynomes scindés.
Connaissez-vous un autre endomorphisme de R,[X] possédant cette propriété ?

n
2. SoitP = Y a;. XK € R[X] de degré n > 1. Montrer que la suite des coefficients de P est ultra-log-concave,
k=0
c’est-a-dire que Vk € [1,n — 1]}, a? > n;k%kl k%l A1 g q-
- e X a G—1  H1

3. Vérifier que ces inégalités équivalent a vk € [1,n — 1], —=
n n n
)6

Exercice 86. Encadrement des racines d’un polynéme scindé. Ulm

n
Soitn > 2etP = X"+ Z(—l)k a X" un polynome réel scindé. Montrer que toutes les racines de P
k=1

appartiennent au segment 4 _n-l a? — 2n a a—l—n_l,/az— 2n a
pp g n n 1 h—127y n I

Exercice 87. Sommes partielles scindées d’une série entiére.

1. Construire une suite (a;),cn de nombres réels non nuls tels que, pour tout n € N, le polynéme

n
P, = Z a. Xk soit scindé sur R.
k=0
2. Montrer qu’il est impossible d’obtenir de faire en sorte que toutes les racines de tous les P, appartiennent

au segment [0, 1].

3. Est-il possible de faire en sorte que toutes les racines de tous les P, appartiennent a un méme segment ?

Exercice 88. Théoréme de Laguerre (1884).
n
Soit P = Z @, Xk € R[X] un polynéme scindé de degré n et Q € R[X] un polynome scindé dont toutes les
k=0
n
racines sont négatives ou nulles. Montrer que Z a;. Q(k) Xk est scindé ou nul.
k=0
Exercice 89. Théoréme de Hermite-Kakeya-Obreskov. Ulm

Soit P et Q € R[X] non constants. Montrer que les deux assertions sont équivalentes :

(i) pour tous A, p € R non tous nuls, AP + pQ est scindé a racines simples;

(if) P et Q sont scindés a racines simples, premiers entre eux, et entre deux racines de 'un se trouve
toujours une racine de 'autre.

Exercice 90. Théoréme de Hermite-Biehler (1879).
Soit P, Q € R[X] non constants. On note F =P +iQ et H = {z € C| 3z > 0}.

1. On suppose que toutes les racines complexes de F appartiennent a H.
(a) Montrer Vz € H,|F(z)| < [F(Z)| et en déduire que P et Q sont scindés et premiers entre eux.

(b) Montrer que le polynéme Wp  :=PQ’ —P’Q prend des valeurs > 0 sur R et en déduire que les
racines de P et Q sont simples et qu’entre deux racines de I'un se trouve toujours une racine de
Pautre. (On dit que les racines de P et Q sont entrelacées).

2. On suppose réciproquement P et Q scindés a racines simples, premiers entre eux, et que leurs racines
sont entrelacées. Montrer que les racines de F appartiennent toutes a H, ou toutes a —H.
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Exercice 91.  Polyndéme positif. Ulm
Soit P € R[X] de degré n, et Q = P + P’ + --- + P(®,

Montrer que si P est a valeurs positives (c’est-a-dire que Vx € R, P(x) > 0), alors Q aussi.

Exercice 92.  Positivstellensatz sur R.

Soit P € R[X]. Montrer I’équivalence P € ¥ < Vx € R,P(x) > 0.

Exercice 93.  Positivstellensatz sur R,..

Soit P € R[X]. Montrer (Vx € R;,P(x) > 0) & (3A,B € R[X] : P = A% + XB?).

Exercice 94.  Positivstellensatz sur [—1,1].

Soit P € R[X]. Montrer (Vx € [-1,1],P(x) > 0) & (3A,B € R[X] : P = A% + (1 - X?)B?).

Exercice 95.  Polyndmes strictement positifs sur R
Soit P € R[X] tel que Vx € R, ,P(x) > 0.

1. Montrer qu’il existe un polynéme Q non nul a coefficients positifs tels que PQ soit a coefficients positifs.

2. Montrer qu’en fait, pour n assez grand, (1 + X)" P est a coefficients strictement positifs.

Polynomes a coefficients entiers ou a valeurs entiéres

Exercice 96.  Division euclidienne par un unitaire.

Soit A et B deux polyndmes a coefficients dans Z. On suppose B unitaire. Montrer I’existence et 'unicité
d’un couple (Q,R) de polynémes a coefficients entiers tels que A =BQ + R et degR < degB.

Exercice 97.  Autour de la formule de Cauchy discrete. X
Soit P € C[X], de degré < n.

1. Pour tout k € [[0,n — 1]], calculer % Z P(w) o k.
wel,
2. On suppose maintenant P € Z[X], P(0) = 1 et Vo € U,, P(w) € R,.

Montrer que les coefficients de P appartiennent tous a {0,—1, 1}.
Exercice 98.  Représentation négabinaire. X
Montrer que tout entier relatif s’écrit de facon unique sous la forme P(—2), ou P est un polyndme a coefficients
dans {0, 1}.
Exercice 99.  Polynomes a coefficients dans {—1,0, 1}. X
Soit E 'ensemble des polyndmes a coefficients dans {—1, 0, 1} et A 'ensemble des racines réelles non nulles

des polynomes de E.

1. Montrer que A est stable sous les applications x — —xet x — 1/x.
2. Montrer que A C [-2,2].
3. Montrer que A est dense dans [-2,-1/2] u[1/2,2].

Exercice 100.  Polynémes induisant une surjection N — N.

Soit P € C[X] tel que P induise une application surjective N — N. Montrer que P = X.
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Exercice 101.  Polyndémes entiers et congruences.
Soit P € Z[X].
1. Montrer que pour tout entier n € N*, on a Vx,y € Z,x = y (mod n) = P(x) = P(y) (mod n).

2. On suppose que P(0) et P(1) sont impairs. Montrer que P ne posséde pas de racine entiére.

Exercice 102. Un théoréeme de Goldbach.

Soit P € Z[X] tel que, pour tout n € Z, le nombre entier P(n) soit premier. Montrer que P est constant.

Exercice 103.  Théoréme de Hajdu, Tijdeman et Varga (2023). X
n
Soit P = ) ¢ Xk € Z[X], de degré n, scindé sur R et tel que P(0) # 0. On note H = max(jcql, ..., |¢,).

k=0
n2
1. Montrer |P(i)?> < (7 +n+ 1) H2.

2. Montrer [P(i)]2 > 2",
3. En déduire que, sin > 10, alors n < 5 log,(H).

Exercice 104.  Polynémes a valeurs entiéres.
On note ¢ = {P € C[X] |Vn € Z,P(n) € Z}.
1. Montrer que ¥ C Q[X], mais que ¢ ¢ Z[X].
2. Montrer que A : P — P(X + 1) — P(X) définit une application ¢ — ¢.

XX = 1) (X—n+1)
N n!

Pour tout n € N, on note (;) . C’est le n-iéeme polynéme de Hilbert.

n
X

4. Montrer que ¥ est I’ensemble des combinaisons Z-linéaires des polynomes de Hilbert.

3. Pour tout n € N, montrer que ( ) € @ et calculer son image par A.

Exercice 105.  Continuité p-adique des polynémes d valeurs entiéres. ENS

On dit qu’une suite d’entiers (a,),cn+ est un pseudopolynome si, pour tous n,m € N*, la différence n —m
divise a, — ay,,.

1. Justifier la terminologie en montrant que si P € Z[X], alors (P(n))neN* est un pseudopolyndéme.

2. Montrer que (|n!e] est un pseudopolynome.

)neN*
On note ¢ = {P € C[X]|Vn € N*,P(n) € Z}.

3. Trouver P € ¢ tel que (P(n))neN* ne soit pas un pseudopolyndme.

4. Soit P € ¢, p premier et r € N*. Montrer que, pour tout k € N, si pk > degP, alors

vn,meN, pk* | n —m = p'*1 | P(n) — P(m).

Exercice 106. PGCD de I'image d’un polynéme. X
Soit P € C,[X] tel que Vn € N,P(n) € Z. Montrer que, pour tout k € Z, pgcd(P(O), s P(n)) divise P(k).

Exercice 107.  Concentration vers les entiers.

Soit P € R[X] tel que exp(i 2 P(n)) — 1. Montrer que ¥n € Z, P(n) € Z.

Exercice 108.  Z est intégralement clos.

Soit ay, ..., a,_; des nombres entiers et x € Q tel que x" + a,_;x" 1 + -+ a;x + ay = 0.

Montrer que x € Z.
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Indications

Exercice 4. On pourra se souvenir de la factorisation de a® — b3...

Exercice 5. De maniére completement surprenante, Alice peut déterminer le polynéme en seulement
deux questions!

Exercice 8. Sir > 1 est une racine de Q, I'expression de P en fonction de Q permet de calculer facilement

P(x4/r).

Exercice 14. En notant py = a* + bk + ¢k

Pr43 en fonction de py et py ;.

, on trouvera facilement une relation de récurrence exprimant

Exercice 18. L’une des deux facons consiste a observer qu’il y a une simplification presque totale : observer
par exemple que la somme contient deux fois le mondme x? x,, avec des signes opposés.

Exercice 21. Pour la deuxiéme question, on pourra partir du produit, utiliser la formule d’Euler puis, dans
chaque facteur du produit, une factorisation permettant de faire apparaitre la valeur P(1) = n + 1.

Exercice 22. On pourra commencer par factoriser le polynéme T,, — 1, oit I'on a noté Ty, le (2n)-iéme
polynéme de Cebysév. A partir de 13, on pourra mettre la main sur un polyndéme dont les 5 — 4 cos (k%)

sont racines doubles, puis appliquer une relation coefficients-racines.

Exercice 26. On pourra commencer par montrer que les racines non nulles de P sont nécessairement des
racines de 'unité, puis montrer qu’en fait toutes les racines de P appartiennent a {j, j2}.

d
Exercice 28. En notant P = a,X" un polynéme vérifiant la condition, on pourra commencer par
n=0
montrer la condition vk € [[-d, d]], Z @ Ay = S .
n,me[[0.d]

m—n=k

Exercice 30. On pourra commencer par montrer qu'un tel polynéme est forcément pair ou impair. L’un
de ces cas est alors plus direct que 'autre.

Exercice 33. Le titre de 'exercice parle de « jets » pour ne pas trop spoiler. On aurait pu dire « développe-
ment de Taylor ».

Exercice 41. On pourra utiliser la formule explicite du polynéme interpolateur.

Exercice 42. La condition nous invite a considérer le polynéme Q = XP — 1. Qu’en dire ?

. e iz s . X?
Exercice 46. On pourra s’intéresser aux propriétés asymptotiques de R (1 Xz )

Exercice 48.

(1) Xz)j_;l_i_ 1= %)1(:]] + %)1(:]7 (sur R, c’est déja un élément simple);
PP S S W U N
X+12G-X) 16X-3 16X+1 4X+1)2°
(i) 1 _ 1 11 11 1 1 1 1
XZ2-1D)X+1)2 X-1DX+1)3 8X-1 8X+1 4(X+1)2 2(X+1)3’
(1V)7Xz+¢=_l+i+i_L.
X4 —4X2 X X2 X-2 X+2
Xl 1 U 11 it i1 11 111
X4 -1 2X—-1 2X+4+1 2X—-i 2X+i 2X-1 2X+1 X2+4+71°
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(Vi)SX—_lzi_i_ > __ 4 .
><2(X+1)2 X Xz X+1 (X+1)2°
-1 12 7
=X+4+ + ;
(vii) (X X-272 X—2  (X=2)
(viii) (Xzil)z :_(Xii)z_Xl—i_(Xii)2+Xl-|-i(Sur R, c’est déja un élément simple);
(i%) X2+X+1 11 11-i 114i _1 1 1X+1
X34+X2+X+1 2X+1 4X—-i 4X+i 2X+1 2X2+4+1°
(x)

SXE4XP+4X2-X -3 1 14450 1 3-i  14-5i 1 3+i
X+1DX2+1)2 X+1 4X-i 4(X-i)? 4X+i 4X+i0)?
_ 1 . 2X-1_ X-3
X+1 X2+1 (X2+1)%

Exercice 50.

x*-1"

» Pour la deuxiéme fraction, on peut remarquer que la détermination de la DES de - serait plut6t
facile. Or, elle n’est pas trés différente de celle qui est demandée.

» Pour la derniére fraction, on pourra par exemple utiliser des arguments de nature asymptotique et de

symétrie.
X2+X+1 1 1 1
@ Xn X2 T xn-1 T X’

X & (n\ (-DF
(ii) (X2 + 1) - %(k)m,
1 )" -k
(1) XX -1 —(X—n) 7l Z( )

. 1 Snk\ 1
@) m:,ﬁ( e

Exercice 51. Pour la derniére, on peut utiliser un argument asymptotique pour déterminer le coefficient
P'(1)
P(1)

1 , , . .
<=1 11 s’agit alors de calculer , ce que 'on peut interpréter comme
welU,\{1}

polyndéme P bien choisi.

. Xn-l 1 1
O =7=7 Z[L:J X—o

n

devant pour un

L XP—1 2 ®

i) ey =1+ ) 5o’
wel, \U,

(iv)

1 _1l-n 1 1 1
X-1DX"-1) 2n X-1 n(X-1)2
1 1 o)

-1 1-® -1

1 N
+ - ou, pour tout w € U, \ {1}, onac, =

c&)
ol © 1

Exercice 53. La décomposition en éléments simples a aussi des conséquences théoriques!
Exercice 59. On pourra commencer par montrer que {Az + B2 |A, Be C[X]} est stable par produit.

Exercice 60. La difficulté est de garder le méme module sur le cercle unité. Pour la contourner, on pourra

se souvenir que Yo € U, = o~ L.
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Exercice 64. On pourra se souvenir que ¥z € U,z7 1 = Z.

Exercice 67. Pour la premiére question, on commencera par calculer le produit (1 — X)P.

Pour la deuxiéme question, on cherchera a définir des polynémes auxiliaires auxquels appliquer la premiére
question. Notamment, on se demandera comment fabriquer un polynéme dont les racines sont les inverses
des racines de P.

Exercice 68. On pourra commencer par se ramener au cas z = 0.

’

Exercice 69. On pourra écrire la décomposition en éléments simples de la dérivée logarithmique 7

’

Exercice 70. On pourra écrire la décomposition en éléments simples de la dérivée logarithmique 7

n
. . 1
Exercice 71. En notant xi, ..., x;, les racines de P — y, on pourra commencer par calculer E P quand cela

k=1"k
a un sens.

Exercice 80. On n’oubliera pas que le théoréme de Rolle s’applique également a des fonctions non
polynomiales !

Exercice 82. Pour la deuxiéme question, on pourra utiliser la dérivée logarithmique de P et la convexité
de la fonction inverse sur R7.

Pour la troisiéme, on pourra commencer par écrire 'inégalité vérifiée par la plus grande racine &, ; de P’.

Exercice 85. Pour la deuxiéme question, en combinant les opérations mentionnées a la question précédente,
on peut fabriquer un polynéme scindé de degré 2 mettant en jeu les coefficients a;_;, a; et a;, ;.

. .\ . , . a . .
Exercice 87. Pour la deuxieme question, notez qu’on peut exprimer a—l en fonction des racines de P,,.
0
Exercice 88. On pourra commencer par traiter le cas Q = X + o (a > 0) en exprimant le polynéme obtenu
en fonction de XP’.

P()
Q(t)

des intervalles ou elle est définie, en vérifiant que sa dérivée ne peut pas s’annuler.

Exercice 89. Dans le sens direct, on pourra montrer que t — est strictement monotone sur chacun

’

Exercice 90. Pour la question 1(b) (comme souvent), il sera pertinent d’écrire la dérivée logarithmique T
en fonction des racines de F.

Pour la deuxiéme question, on pourra commencer par supposer degP < deg Q et montrer que les éléments
: . . P . . . .
simples de la fraction rationnelle R = 0 ont des coefficients de méme signe, ce qui permet de montrer que

z — JR(z) est de signe constant sur H.
Exercice 91. On pourra entre autres calculer Q — Q’.

Exercice 92. Pour la deuxiéme question, on pourra se demander a quoi ressemble la décomposition en
facteurs irréductibles d’un polynéme a valeurs positives.

Exercice 95.

1. Pour la premiére question, on pourra se ramener au cas de P = (X — ¢9)(X — e7).

2. La deuxiéme question est assez bétement calculatoire : on peut vérifier que le signe des coefficients de
(1+X)™(X? + bX + c) est gouverné par un certain polyndme du second degré (dépendant de b, c et n) et
déterminer le signe de son discriminant quand n est assez grand.
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Exercice 97. On pourra notamment exploiter 'inégalité triangulaire.

Exercice 98. Silon s’intéresse a ’analogue de 'exercice pour des polyndmes de degré < d, on est en
train de montrer une bijection entre deux ensembles finis (a déterminer). Les théorémes du cours peuvent
permettre de ne faire que la moitié du travail.

Exercice 99. Pour la derniére question, on pourra prendre x € |1/2, 1] et construire une suite de polyndmes
(Pp)yen telle que Py = —1 et vn € N, P, € {P,, P, + X"™1} vérifiant que la suite (P,(x)),cy reste toujours
négative mais qu’elle s’approche infiniment pres de 0.

Il reste ensuite a passer de « x est presque une racine de P, » a « x est trés prés d’une racine de P,, ».

Exercice 100. On pourra examiner ce qu’il se passe a droite du dernier point critique de la fonction
polynomiale ¢ — P(t) (si elle en a un).

Exercice 105. Pour la deuxiéme question, on pourra utiliser (intelligemment) la premiére question, ou
interpréter de facon combinatoire les nombres entiers |n!e].

k+r
Pour la derniére question, on pourra montrer que si d < pk, alors Vj € [1,d], p ! | (p j ), et constater que

cela démontre la propriété voulue pour P = (?)

Exercice 107. On pourra chercher a faire intervenir 'opérateur aux différences finies A.
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