Lemme de Zolotarev et réciprocité quadratique

Merci d’indiquer sur la premiere page de votre copie le temps passé sur le devoir.

Etant donné un élément a d'un groupe G on dira que a est un carré ssi il existe un élément x € G tel que a = x2.

Dans la suite on considérera particuliérement le groupe multiplicatif (Z/pZ)™ pour un nombre premier p.
On note alors

K, = {xz | x € (Z/pZ)X}
I'ensemble des carrés de (Z/pZ)".
On définit le symbole de Legendre pour a € Z/pZ par
0 sia=0
(ﬂ) = J]1 sia€kK,
p —lsiac€ (Z/pZ)X\Kp
Plus généralement étant donné a € Z premier avec p on dit que a est un carré modulo p ssi @ est un carré dans (Z/pZ)", ce qui revient

donc a I'existence de b € Z premier avec p tel que a = b>  (mod p).

On définit de méme pour a € Z et p un nombre premier le symbole de Legendre

p

=41 siaestun carré modulo p
—1 si p ne divise pas a et a n'est pas un carré modulo p.

(a) 0 sipdivisea

L’objectif de ce sujet est d’étudier le lien entre symbole de Legendre et signature des applications affines sur Z/pZ, ainsi que de
démontrer la célebre loi de réciprocité quadratique, pour p, g premiers impairs distincts

P\(9) Z 5T
(5)5)-c»

Le graphe de dépendance des parties est le suivant :

Préliminaires

/\

Symbole de Legendre Groupe dérivé de GL,

Voo

Réciprocité quadratique Frobenius-Zolotarev

A. Préliminaires

Les questions suivantes sont indépendantes entre elles et pourront étre utilisées dans tout le sujet.
Q1. Soit p un nombre premier.

Montrer que (Z/pZ)" est cyclique.
Cf. cours.

Q2. Soient G, H des groupes, G fini et ¢ : G — H un morphisme de groupes.
Montrer que

tm(¢)| x [Ker(¢)| = GI.
Pour tous xy, x5 € G, on ¢(x1) = @(x3) ssi qo(xl(xz)fl) = ey C'est d dire ssi xl(x2)71 € Ker(p) c’est a dire ssi x; € x, Ker(¢).
Ainsi pour y € Im(p), avec x;, une «solution particuliére» de I'équation ¢(x) =y, on a
¢~ '({y}) = x, Ker(p)
en particulier comme

Ker(¢p) — x, Ker(p)
k — xp,k
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03.

04.

Q5.

est bijective (de réciproque x — x;lx), ona

vy € Im(p), [p~ ' ({y})] = [Ker(p)].
Et comme on a
G= || o'@D
y€Im(p)
on en déduit (principe des bergers)
Gl= D, e '}
yeIm(p)

et donc finalement
|G| = [Im(p)| x [Ker(¢)|.
Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G.
On suppose
ol _,
Hi
Soit @ € G\ H.

Montrer que (H, #H) est une partition de G.
» Supposons par ’absurde que Hn aH # @.

Soit x € H n aH. Alors il existe h € H tel que x = ah, et donca = xh™ 1 eH, ce qui est absurde.
DoncHnaH = Q.
» On a lapplication
H-aoH
h— ah
est bien définie et bijective (de réciproque y — o~ 'y), et donc |eH| = [H.
» Comme de plus |H| = %, par cardinalité on en déduit que
G=HvuaH
Soient K un corps et n > 2 un entier.

Montrer que toute matrice de SL,(K) est un produit de transvections.
Soit (E, <) un ensemble fini totalement ordonné et o € S(E).

On note
dy = ’{(x, y) €E? | x <y et o(x) > 0(y)}|.
Montrer que
d,
e(o) = (-1)".
Il'y a plusieurs fagons de procéder (par exemple en utilisant le fait que les transpositions de la forme (k k + 1) générent Sy,).
Proposons une démonstration reposant sur les déterminants de Vandermonde.
(A détailler)

Soient xy, ..., x, des complexes distincts.

On sait que
1 xl e xil_l
1 xp - xn_l
V(x1, .0 x,) = det] | T 72 2 = H (xj—x,»).
P : 1<i<j<n
1 x, ... x071

en effectuant la permutation o sur les lignes on obtient

V(xa(l), xa(n)) = e(o)V(x1, ..., ) = €(0) H (xj - x).

1<i<j<n

et toujours par déterminant de Vandermonde

V(xo(l)’“-:xo‘(n)): H (xa(i)_xv(i))'

1<i<j<n

D’otui finalement (le déterminant est non nul)

B H1gi<jsn(xo(i) - xﬂ(i))
H1§i<j§n(xj - x)

Les termes du numérateur et du dénominateur sont les mémes au signe pres, et le nombre de termes du numérateur qui sont de signe

e(o)

opposé a ceux du dénominateur est exactement le nombre d’inversions d;.
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D’ou
e(0) = (—1)%.

B. Propriétés du symbole de Legendre

Q6. Soit a € Z. Que dire de (2) ?

Tous les éléments non nuls de Z./27Z. sont des carrés (car 12 = 1) et par conséquent
(g) _ )0 si g pair
2/ " |1 sinon.

Q7. Montrer que K, est un sous-groupe de (Z/ PZ)* et que

Dans la suite on fixe p un nombre premier impair.

p—1
\Kp\=T

Considérons
y 1 (Z/pZ2)" - (Z/pZ)*
x> x2.

Cest une application bien définie, un morphisme de groupes (car pour tous x,y € (Z./ pZ)”, par commutativité, (xy)2 =x%y?) et

ona
Kp = Im(y)
dou
K, est un sous-groupe de (z/pz)".
De plus

Ker(y) = {x € (Z/pZ) | x* = 1}.
Or comme Z./ pZ. est un corps, on a pour tout x € Z./ pZ,

x!-1=0e=x=10u x=-1.
Comme 1 # —1 on en déduit que

Ker(y) = {1, -1} et [Ker(y)| = 2.
De plus comme Z./ pZ. est un corps on a

(Z/pZ)" = (Z/pZ) \{0} d'ou |(Z/pZ)"|=p~1.

Par la question Q2 on en déduit

p—1
\Kp\=T-

Q8. En déduire que
—1
K, = {a € (Z/pZ)" |aPT —-1= o}.

Procédons par inclusion et inégalité des cardinaux.
Notons

R, = {a € (Z/pZ)" |apr1 -1= o}.

» InclusionK, CR,
Soit a € K. Alors il existe x € (Z/ pZ)" tel que a = x*. On a donc, par le petit théoréme de Fermat,

a%l—lz(xz)[%l—l
=xP1_1
=0
et donc
Ky CR,.
» Inégalité de cardinaux ’Kp‘ > ‘Rp’

On aR,, est I'ensemble des racines du polynome de degré PT_I

XT —1ez/p2)X]

Comme Z/ pZ. est un corps, ce polynome a au plus pTil racines dans Z./ pZ. et donc
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Par la question Q7 on a donc

» Conclusion

Par inclusion et inégalité des cardinaux on en déduit que

c’est-a-dire
E
Kp:{ae(Z/pZ)XM 2 —1:0}

Q9. En déduire que pour tout a € Z,
a

(;) = apTi1 (mod p).

Soita € Z. Si p divise a, les deux membres sont congrus a 0 modulo p.

Sinon, posons x = a € (Z,/ pZ)”. Par le petit théoréme de Fermat on a
p=1\?
<x7> = xp_l =1.

-1
2 €{1,-1}. Par la question Q8, cette puissance vaut 1 ssi x € Kp, et vaut donc —1

Comme Z/ pZ. est un corps, on en déduit que x
sinon.

On a ainsi dans tous les cas
a

(;) = aPT_1 (mod p).

Q10. Montrer que

(;) (Z)pZ) — {-1,+1}
est un morphisme de groupes.

(3
ar|—

p

On a d’apreés la question Q9 que pour tout a € (Z/ pZ)”, I’égalité

(3)-="
—|l=qa 2
p
a lieu dans Z./ pZ, et comme (Z/ pZ)" est commutatif,
(Z/p2)" > (Z/pZ)

i
ara:?

est un morphisme de groupes.
Comme p est impair on a 1 # —1, et x > X réalise un isomorphisme de {1, —1} sur le sous-groupe {1, 1} de (Z/ pZ)*, qui contient
Iimage du morphisme ci-dessus. On en déduit que

(;) est un morphisme de groupes.

Q11. Soit
Q: (Z/pZ)X —{-1,+1}
a > ¢(a)
un morphisme de groupes.

Montrer que ¢ = 1 ('application constante égale a 1) ou ¢ = (;)

Remargque : (; est donc I'unique morphisme non trivial de (Z.,/ pZ.)" vers{1,—1}.
Soit a € (Z/pZ)* \ K,.
Comme ‘(Z/pZ)X]/‘KP‘ = 2 par la question Q7, la question Q3 donne que (Kp, aKp) est une partition de (Z,/ pZ.)".

Tout d’abord pour tout a € K, avec x € (Z/pZ)" tel quea = x%, on a

(a) = p(x?) = p(x)* = 1

et donc ¢ est constante égale a 1 sur K.
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Ensuite, par disjonction de cas

» sig(a) =1, alors pour toutb € aK,, on a

———

€K,

o) = ga(a(a_lb)) = ¢(a) x (p((l_lb) =1x1=1

et donc
@ =1

» sig(a) = —1, alors pour toutb € aK,, on a

o(b) = (P(a(a_lb)) = (o) x go(g:Lb) =—1x1=-1

eKP

et comme (—) vaut 1 surK, et —1 sur aK,, (le complémentaire de K,, dans (Z/ pZ)"), on en déduit que
p
~(3)
p

fa,b : Z/PZ - Z/pZ

x> ax+b

Pour (a,b) € (Z/pZ)* x Z/ pZ on note

et on note
GA((Z/pZ) = {f.p.(a,b) € (Z/pZ)* x 7./ pZ}.

Q12. Montrer que GA{(Z/ pZ) est un sous-groupe de S(Z/ pZ.).
Soient ay,ay € (Z./ pZ)" et by, b, € Z./ pZ. Alors pour tout x € Z,/ pZ. on a

Far,(far,(3)) = 1@z + b) + by
= (a1a2)x + (arby + by)
et donc
Jayb, © Jarb, = Ja,apa0by+b,-
En particulier, comme de plusldz;,7 = fio ona
» Inclusion
Soit ¢ € GA((Z/pZ) et (a,b) € (Z/pZ)* x Z/ pZ tels que ¢ = f,,. Alors
Qe Jat—ab = fat—ab 0 @
= fio
et donc ¢ est bien bijective.
D’ou
GA(Z/pZ) ¢ S(Z/pZ)
» Non-vacuité : on a déja vu queldz,,7 = fio € GA1(Z/pZ).
» Stabilité par produit : on a déja vu que f b, ° fa, b, = fajayab,+b, € GAI(Z/PZ).
» Stabilité par inverse : on a déja vu que fa_,bl = for a1 € GAL(Z/ pZ).
Et donc
GA{(Z/pZ) est un sous-groupe de S(Z/ pZ).
Q13. En déduire le lemme de Zolotarev: pour tout (a,b) € (Z/pZ)" x Z/ pZ,

a
W= (5)

» Ona f1’1 1 x = x + 1 est un p-cycle, et par conséquent, comme p est impair,

e(fig) =D =1.
» Par récurrence on obtient donc que

Vb€ Z/pZ,e(fip) = 1.
» L’application

o (Z/pZ) - S(Z/pZ)
a fao
est un morphisme de groupes (car pour tous ay,ay € (Z/pZ)" on a a;(ayx) = (aya,)x).

Par conséquent
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eo0: (Z)pZ)" — {~1,+1}
a ¢(fa0)

est un morphisme de groupes.

Et donc par la question Q11 il s’agit soit de I’application constante égale a 1, soit de (;)

» Montrons que ce n’est pas Uapplication triviale.
D’apreés la question Q1, (Z/ pZ)~ est cyclique. Soit { un générateur de (Z,/ pZ.)*. Alors Jro estle (p—1)-cycle (17 % ¢P?)
(et fixe 0) et donc
e(fro) = (-1 = -1.

Donce oo # 1, d’ou finalement
va € (Z/pZ)",e(fr0) = (%)

» Comme pour tout (a,b) € (Z/ pZ)* x Z./ pZ. on a
fa,b = fl,b ° fa,O
on en déduit que pour tout (a,b) € (Z/pZ)" x Z./ pZ,

(fup) = e(fug) x e(fuo) = 1% (1-)) _ (;)

C. Groupe dérivé de GL,,

Etant donné un groupe G on définit le groupe dérivé de G par
D(G) = <{xyx_1y_1, X,y € G}>
c’est-a-dire le sous-groupe de G engendré par les commutateurs (éléments de la forme xyx~'y~!) de G.
Q14. Soit G, H des groupes et ¢ : G — H un morphisme de groupes.
Montrer que ¢(D(G)) = D(p(G)).
En déduire en particulier que D(G) est stable par conjugaison (c’est-a-dire que pour tout g € G et tout x € D(G) ona gxg~! €
D(G)).
On a pour tous x,y € G,
p(xyxly™h) = o)) () .
Les images des commutateurs de G sont donc exactement les commutateurs de p(G). Comme I'image d’un sous-groupe engendré est
le sous-groupe engendré par les images des générateurs, on en déduit

@(D(G)) = D(p(G)).
Pour g € G, appliquons ce résultat a I'automorphisme ¢g : x — gxgl.Ona
250©) = D(¢g()) = DG)
d’ou la stabilité de D(G) par conjugaison.
Q15. Soit G, H des groupes et ¢ : G — H un morphisme de groupes.

Montrer que Im(¢) est abélien ssi D(G) C Ker(¢p).
Remarquons tout d’abord qu’un groupe K est abélien ssi pour tous x,y € K on a xy = yx, ssi pour tous x,y € Konaxyx 1yl =1,

ssi D(K) = {1}.
Par conséquent Im(¢) est abélien ssi D(Im(¢p)) = {1}, ssi (D(G)) = {1} (par la question Q14), ssi D(G) C Ker(y).
On a donc bien
Im(gp) est abélien < D(G) C Ker(¢p).
On fixe dans la suite K un corps possédant au moins trois éléments et n > 2, et on cherche a déterminer D(GL,(K)).

Q16. Montrer que D(GL,(K)) c SL,(K).
On aK* est abélien et

det : GL,(K) —» K*
A — det(A)
est un morphisme de groupes, d’ou par la question Q15 on a
D(GL,(K)) ¢ Ker(det) = SL,(K).
Q17. Soient i,j € [1,n] tels que i = j, A e Ketdy,...,d, € K*.
On pose D = diag(d;, ...,d,) et T = I, + AE; ;.

Calculer le commutateur
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DTD T 1,
Ona

T ' =1, - AE;

et par conséquent
DTD'T™! = D(I, + AE;;)D~* (I, — AE; )
= In + DAEi,jD_l - AEI',]' - D/lEi’jD_IAEi,j

d
= In + Ad_lEl,] — AEi,j -0
J
d’ou
—1r—1 di
DTD™'T :In+/1__lEij'
d; ’
Q18. Conclure que
SL,(K) = D(GL,(K)).
On sait déja par la question Q16 que D(GL,(K)) C SL,(K).
De plus on sait par la question Q4 que SL,(K) est engendré par les transvections. Comme D(GL,(K)) est un groupe il suffit de
montrer que toute transvection est dans D(GL,(K)).
Soient T une transvection, i, j € [1,n] tels quei # j et A € K tels que T =1, + AE; ;.
Comme K posséde au moins trois éléments, il existe a € K* \ {1}.
Posons

A = diag(1,...,1,a,1,...,1)

la matrice diagonale avec a en position (i,i) et 1 ailleurs, et

A
B= In + ﬁEl’]

Par la question Q17 on a
ABAT'B! =1, + AE;;
et donc en particulier
T € D(GL,(K)).
D’ou finalement
SL,(K) = D(GL,(K)).
Q19. Pour a € K* on pose

a0 0
A, = 010 et D ={A,aecK}
00 -1

Montrer que 9 est un sous-groupe de GL,(K) et que pour tout A € GL,(K) il existe un unique couple (A, S) € @ x SL,(K) tel que
A =AS.
On a poura,b € K*,

DAy = Agp
et donc
2 est un sous-groupe de GL,(K)
comme image du morphisme de groupes
K* — GL,(K)
a— A,
Soit A € GL,(K). Procédons par analyse-synthése.
» Analyse
Soient (A,S) € D x SL,(K) tel que A = AS eta € K* tel que A = A,. Alors
det(A) = det(A) det(S) = det(A,) = a
et on en déduit que A = Agey(a) €t doncS = ATTA.
D’oui I'unicité.
» Syntheése
Posons A = Ager(a) € D et S = ATIA.
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On a bien A = AS et det(S) = det(A)71 det(A) = 1, donc S € SL,(K).
D’ou Dexistence.
Q20. Soit H un groupe abélien et

¢:GL,(K) - H
un morphisme de groupes.
Montrer qu’il existe
Y :K*—>H
un morphisme de groupes tel que
@ =1 o det.
Posons
y:K*—>H
a o(Ag).

C’est un morphisme de groupes, comme composée de ¢ et du morphisme de groupes a — A, mis en évidence d la question Q19.
Comme H est abélien, on a D(H) = {1} et par les questions Q15 et Q18 on a donc

vS € SL,(K), ¢(S) = 1.
Soit A € GL,(K).
L’analyse menée a la question Q19 montre qu’il existe S € SL,(K) tel que
A = Dge(a)S
d’otl
0(A) = p(Adera) () = P(det(A)) x 1 = y(det(A)).
Ainsi

@ =1 o det.

D. Loi de réciprocité quadratique

Soient p,q deux nombres premiers impairs distincts. On cherche a démontrer dans cette partie le résultat suivant, appelé loi de

réciprocité quadratique :
p—1_q-1
()
q/\p

E=[o,p—1]x[o,q—1],

On note N = pq et on considére la grille

a p lignes et q colonnes, pour (i, j) € E on note
L; z{i}><|[0,q—1]] et C;j= |[O,p— 1]]><{j}

la ligne i et la colonne j de la grille, ainsi L; n C; = {(i, )}.
On appelle numérotation de E toute bijection de E vers [0,N — 1].
Pour (i, j) € E on pose dans la suite

0 j) =g+,

c(i,j) =i+ pj,
et

6G.j)=i (modp)

0(i, j) = l'unique élément de [0, N — 1] tel que 0GN=j (modg)

Q21. Montrer que ¢, c et 6 sont des numérotations de E.
» La division euclidienne par q montre que tout k € [0,N — 1] s’écrit de maniére uniquek = qi + j aveci € [[0, p— 1]] etje€ [[O,q -
1]] : € est bijective.
» De méme la division euclidienne par p montre que tout k € [0,N — 1] s’écrit de maniére unique k =i+ pj aveci € [0, p — 1] et
je€ [[O,q - 1]] : ¢ est bijective.

» Comme p et q sont deux nombres premiers distincts, p Aq = 1 et le théoréme des restes chinois montre que 0 est bien définie
et que

[o,N—1] - E
k — (k%p, k%q)

est bijective. Or 0 est exactement sa bijection réciproque, d’otl
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0 est bijective.

Q22. Pour p =5et g =7, on a tracé ci-dessous les numérotations ¢, c et 6, sans préciser laquelle est laquelle

i\j 0 1 2 3 4 5 6 i\j 0 1 2 3 4 5 6 i\j 0 1 2 3 4 5 6
0012|345 6 0 /0510 15|20 |25|30 00 /|15/30/10|25| 5 |20
17,8 9/10/11]12 |13 1 11/6/11 /16 21 26 31 17211 16 /31 11|26/ 6
2 1141516 |17 |18 19| 20 2 1271217 22|27 |32 2 | 712221173212 27
3 1211222324 |25|26 27 3 138131823 |28 |33 3 1288 233 |18/33/13
4 128(29|30|31 323334 41419141924 29|34 4 114129 9 |24 4 19|34

@ (D) (1)
Associer a chacun des schémas (I), (I) et (IIT) celle des trois numérotations ¢, c et 6 qui le définit.

Tracer les trois numérotations correspondantes pour p =3 et g = 5.
On a le tableau de correspondance

() () | (m)

£ c 0
Pour p = 3 et q = 5, on obtient
i\j 0 1 2 3 4 i\j 01 2 3 4 iN\j 0 1 2
010 1/2|3]|4 010369 12 0106 12 3
11516789 1111471013 1110017 |13 4
2 11011 12 /13|14 2 125811 14 2 | 5]11 2 8 |14
€ : par lignes ¢ : par colonnes 0 : par restes chinois

Q23. Montrer que pour touti € |[0, p- 1]],
(071 o)) =L
et exprimer la permutation induite par 61 o ¢ sur L;.
Soiti € [0, p—1].
Ona
(L) ={i+ pj.jefo,q-1]}
Soit j € [0,q — 1].
Ona
i+pj=i (modp)
d’ou
071G+ pi) = (1. G + pi)%q).
On en déduit donc que
(07 tec)(L;) C Ly
Et comme 0! o ¢ est bijective (composée de bijections) et L; est fini, on a bien
(071 o)Ly =L
et la permutation induite est
L =L
(@.)) = @G+ p)%q)

(071 oc) = (£>.

q

Q24. Montrer que

» Décomposition en lignes
Notons p = 071 o c. On a déja vu que p laisse stable chaque ligne L; et induit sur celle-ci la permutation
pi:Li =L
@i,)) = (0, G+ p)7%q).
Munissons E de l’ordre total donné par la numérotation ¢, c’est-a-dire
@) <, J) = G, )) <@, j).
Dans cet ordre, tous les éléments de L; précédent ceux de Ly lorsque i <i’. Comme p laisse stable chaque ligne, un couple
d’éléments appartenant a deux lignes distinctes ne peut donc pas étre une inversion de p.

Les inversions de p sont ainsi exactement les inversions des p;, chaque ligne étant munie de Uordre induit. On a donc
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i
L

Iy
(=}

et par la question Q5 on en déduit
p1 p1
e(p) = (D% = [T -0)% = [T e(on.
i=0 i=0

» Signature de la permutation induite sur une ligne
Soiti € [0, p—1].
On a la bijection
w L > Z/qZ
@@, )~ .
Comme (i + pj)%q = pj +1i,0na
wopiowy = fpir
Les permutations p; et fpj ont donc des cycles de mémes longueurs, et par conséquent la méme signature.
Comme p # q sont premierson ap € (Z/qZ)", donc fpi € GAL(Z/qZ) et la question Q13, appliquée au nombre premier impair
q, donne

(0 = e( ;) = (3)

q

» Conclusion
On a donc

- fo- (5 ()

q

car p est impair.
On admet qu’exactement le méme raisonnement donne

(07 e 1) = (%)

Q25. Montrer que

a1

s({’_l ° c) = (—l)pTil>< 2,
Notons o = €1 o ¢ et munissons E de l'ordre total donné part, comme d la question Q24.
» Caractérisation des inversions
On a pour tout (i, j) € E,
(o (i, ) = c@, ).
Un couple ((i, j), (i’,j")) € E? est donc une inversion de o ssi
G, ) <e(@,j’) et c@,j)>c@,j).
Or les numérotations par lignes et par colonnes donnent respectivement
0, ) < (i,j)) = i<iou(i=ietj<j),
e, ) >c’,j)) = j>j ou(j=j eti>i).
Sii =1, ces deux conditions imposent d la fois j < j' et j > j’, ce qui est impossible. De méme, le cas j = j’ est impossible.
On en déduit que ((i, j), (i’, j*)) est une inversion de o ssi
i<i’ et j>j.
» Nombre d’inversions
11 suffit donc de choisir deux lignes distinctes i < i’ et deux colonnes distinctes j* < j. Elles donnent exactement une inversion, le
couple ((i, ), (i’,j")), formé par les deux cases grisées ci-dessous :

:!

J J
i @) G
N YO RN(EY)

On a donc

g, = (p)(q> _ p(pz— D q(qz—l) _pgx Pt 4t
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» Conclusion

Comme pq est impair, on a

(mod 2).

Par la question Q5 on en déduit

0Q26. En déduire la loi de réciprocité quadratique :

Ona
tloc=(071ot) o (07 00).
Comme la signature est un morphisme de groupes et qu’une permutation a la méme signature que son inverse, on en déduit
e(0lec)=e(07 o) xe(67 o 0).

Par la question Q24 et le résultat admis qui la suit, on a donc

-3
(51

E. Frobenius-Zolotarev

La question Q25 donne alors

Dans cette partie on fixe n > 2 et p un nombre premier impair. On cherche a généraliser la question Q13 & GA,(Z/ pZ).
Etant donnés A € GL,(Z/pZ) et B € (Z/pZ)", on note

fap : (Z/p2)" - (Z/pZ)"
X—=AX+B
et on note
GAW(Z/pZ) = {fap. (A, B) € GL,(Z/pZ) x (Z/pZ)"}.
De méme qu’a la question Q12, on montre que GA,(Z/ pZ) est un sous-groupe de S((Z/ pZ)") (il n’est pas demandé de le démontrer).
Q27. Montrer que pour tout B € (Z/pZ)",

E(fln,B) =1.
Q28. Soient { un générateur de (Z/pZ)" et Ay = diag({, 1,..., 1) € GL,(Z/pZ). Montrer que
S(ng)O) = —1.

0Q29. Conclure que

V(A,B) € GL(Z/ pZ) x (Z/ pZ)", e(fap) = (det(A)).
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