Lemme de Zolotarev et réciprocité quadratique

Merci d’indiquer sur la premiére page de votre copie le temps passé sur le devoir.

Etant donné un élément a d’un groupe G, on dira que a est un carré ssi il existe un élément x € G tel que a = x2.

Dans la suite, on considérera particuliérement le groupe multiplicatif (Z/pZ)”* pour un nombre premier p.
On note alors

K, ={x* x € (Z/pZ)"}
'ensemble des carrés de (Z/pZ)”.
On définit le symbole de Legendre pour a € Z/ pZ. par
0 sia=0
(2) =1 sia€k,
p _ . X
lsia€(Z/pZ) \K,
Plus généralement, étant donné a € Z premier avec p, on dit que a est un carré modulo p ssi [a], est un carré dans (Z /pZ)", ce qui revient
donc a P'existence de b € Z premier avec p tel que a = b*> (mod p).
On définit de méme pour a € Z et p un nombre premier le symbole de Legendre
0 sipdivisea

a . . ,
(—) =41 si p ne divise pas a et a est un carré modulo p

p —1 si p ne divise pas a et a n'est pas un carré modulo p.

L’objectif de ce sujet est d’étudier le lien entre symbole de Legendre et signature des applications affines sur Z/ pZ, ainsi que de démontrer
la célébre loi de réciprocité quadratique, pour p, g premiers impairs distincts

i)

Préliminaires

/\

Symbole de Legendre Groupe dérivé de GL,,

Voo~

Réciprocité quadratique Frobenius-Zolotarev

Le graphe de dépendance des parties est le suivant :

A. Préliminaires

On pourra aussi utiliser les résultats suivants dans tout le sujet :
» pour tout nombre premier p, le groupe multiplicatif (Z/pZ)" est cyclique,
» pour K un corps et n > 2 un entier, toute matrice de SL,(K) est un produit de transvections élémentaires, c’est-a-dire de matrices de la
forme I,, + AE;; avec A € Keti # j.
Les questions suivantes sont indépendantes entre elles et pourront étre utilisées dans tout le sujet.
Q1. Soient G, H des groupes, G fini et ¢ : G = H un morphisme de groupes.
Montrer que
[tm(¢)| x [Ker(p)| = GI.
Q2. Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G.
On suppose
G _,
Hi
Soita € G\ H.
Montrer que (H, aH) est une partition de G.
Q3. Soit (E, <) un ensemble fini totalement ordonné et o € S(E).
On note
dy = |{(x, Y EE | x<y et a(x)> or(y)}|.
Montrer que

e(0) = (—1)%.
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B. Propriétés du symbole de Legendre

Q4. Soit a € Z. Que dire de <§) ?

Dans la suite, on fixe p un nombre premier impair.
Q5. Montrer que K, est un sous-groupe de (Z/ pZ)* et que

Q6. En déduire que
p-1
K, = {a € (Z/pz)" |dT —1= o}.
Q7. En déduire que pour tout a € Z,

(%) = a%l (mod p).

Q8. Montrer que
—\):z/pz) - {-1,
(p) (Z/pZ)" - {-1,+1}

()

Y (Z/pZ)" - {-1,+1}
ar y(a)

est un morphisme de groupes.
Q9. Soit

un morphisme de groupes.

Montrer que ¥ = 1 ('application constante égale a 1) ou ¢y = (;)

Remarque : (;) est donc 'unique morphisme non trivial de (Z./ pZ)” vers {1, —1}.
Pour (a,b) € (Z/pZ)" x Z./ pZ. on note
Jap 1 2/p2 - Z/pZ

x> ax+b
et on note

GA(Z/pZ) = {fop. (a,b) € (Z/pZ)" x Z/ pZ}.
Q10. Montrer que GA{(Z/pZ) est un sous-groupe de S(Z/ pZ.).
Q11. A l'aide des questions précédentes démontrer le lemme de Zolotarev : pour tout (a,b) € (Z/pZ)" x Z/ pZ,

()= (%)

C. Groupe dérivé de GL,,

Etant donné un groupe G, on définit le groupe dérivé de G par
D(G) = (fyx~1y ™", (x. ) € G*})
c’est-a-dire le sous-groupe de G engendré par les commutateurs (¢léments de la forme xyx~1y™!) de G.
Q12. On pose dans cette question
I, C A
G=14|0 I; L], (A CL)eM;3(R)xM;;(R)xM;3(R); C GL;(R).
00 I

Montrer que G est un groupe et que
{xyx_ly_l, (x,y) € GZ} # D(G).

Q13. Soient G, H des groupes et ¢ : G — H un morphisme de groupes.

Montrer que ¢(D(G)) = D(¢(G)).

En déduire en particulier que D(G) est stable par conjugaison (c’est-a-dire que pour tout g € G et tout x € D(G) on a gxg~! € D(G)).
Q14. Soient G, H des groupes et ¢ : G - H un morphisme de groupes.

Montrer que Im(¢) est abélien ssi D(G) C Ker(yp).
On fixe dans la suite un corps K possédant au moins trois éléments et un entier n > 2, et on cherche a déterminer D(GL,,(K)).
Q15. Montrer que D(GL,(K)) ¢ SL,(K).
Q16. Soient i, j € [1,n] tels quei # j, A € Ketd,...,d, € K*.

On pose D = diag(d;, ...,d,) et T = I, + AE; ;.

Calculer le commutateur

DTD!T L
Q17. Conclure que
SL,(K) = D(GL,(K)).
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Q18. Pour a € K* on pose

a0 -0
A, = 01 0 et P ={A,aeK}
00 - 1
Montrer que 9 est un sous-groupe de GL,(K) et que pour tout A € GL,(K) il existe un unique couple (A,S) € & x SL,(K) tel que
A =AS.
Q19. Soit H un groupe abélien et
¢:GL,(K) > H
un morphisme de groupes.
Montrer qu’il existe
Y :K*>H
un morphisme de groupes tel que
@ = odet.

D. Loi de réciprocité quadratique

Soient p,q deux nombres premiers impairs distincts. On cherche a démontrer, dans cette partie, le résultat suivant, appelé loi de

2o

E=[0,p—1]x[o,q- 1],

réciprocité quadratique :

On note N = pq et on considére la grille

a p lignes et g colonnes ; pour (i, j) € E, on note
Li={}x[0.g—1] et Cj=[0,p—1]x{}

la ligne i et la colonne j de la grille, ainsi L; n C; = {(i, ))}.
On appelle numérotation de E toute bijection de E vers [0,N — 1].
Pour (i, j) € E, on pose dans la suite

00, j) = qi+],

c(i,j) =i+ pj,
et
0G.)=i (modp)

0(i, j) = l'unique élément de [0,N — 1] tel que g@(i,j) = (modgq)

Q20. Montrer que £, ¢ et § sont des numérotations de E.
Q21. Pour p =5 et q =7, on a tracé ci-dessous les numérotations ¢, c et 8, sans préciser laquelle est laquelle.

i\j 0 1 2 3 4 5 6 i\j 01 2 3 4 5 6 i\j 0 1 2 3 4 5 6
0012 /3|45 6 0 /0/5/10|15/20|25|30 0 0 15/30 10|25| 5 |20
1789|1011 12|13 1 1/6/11/16]21 26|31 11211 /16/31 11|26 6
2 114115 1617181920 2 0271121172227 |32 2 7 222 1732|1227
312112223 /24|25/|26|27 3 131813182328 33 3 1288 (233 /18(33 /13
4 1281293031 323334 4 141911411924 2934 4 1141299 |24 4 19 34

) (I (1)
Associer (sans justification) a chacun des schémas (I), (II) et (III) celle des trois numérotations ¢, c et 6 qui le définit.
Tracer (sans justification) les trois numérotations correspondantes pour p =3 et g = 5.
Q22. Montrer que pour tout i € [[0, p— 1]],
(071 o)) =L
et exprimer la permutation induite par 6! o ¢ sur L;.
Q23. Montrer que

e(0toc) = <£>

q

(00 (%)

p

On admet qu’exactement le méme raisonnement donne

Q24. Montrer que
. Pl gl
e(ttec)=(-1)z "2

Q25. En déduire la loi de réciprocité quadratique :
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E. Frobenius-Zolotarev

Dans cette partie, on fixe un entier n > 2 et un nombre premier impair p. On cherche & généraliser la question Q11 a GA,(Z/ pZ).
Etant donnés A € GL,(Z/pZ) et B € (Z/pZ)", on note

fap :(Z/pZ)" - (Z/pZ)"
X—AX+B
et on note
GAW(Z/pZ) = {fap, (A, B) € GLy(Z/pZ) x (Z/ pZ)"}.
De méme qu’a la question Q10, on montre que GA,(Z/pZ) est un sous-groupe de S((Z/pZ)") (il n’est pas demandé de le démontrer).
Q26. Montrer que pour tout B € (Z/pZ)",

g(fln,B) =1
Q27. Soient ¢ un générateur de (Z/pZ)X et Ay = diag(¢, 1,...,1) € GL,(Z/ pZ). Montrer que
e(fao) = 1.
Q28. Conclure que
det(A
¥(A,B) € GL\(Z/pZ) x (Z/pZ)", e(fap) = ( ;E ))-
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