Quelques résultats sur les polynomes a
coeflicients entiers

Les notations suivantes sont valables dans tout le devoir :

» Etant donné deux entiers m € N* et k € Z, on notera [k],, la classe de k dans Z/mZ.

» Etant donné un nombre premier p, on notera F, le corps Z /pZ.

» Etant donné un anneau commutatif A (en pratique A = Z ou A = Z/mZ), on utilisera la notation A[X]
pour les polynémes a coefficients dans A.
On pourra utiliser sans démonstration que A[X] est un anneau commutatif et que la réduction modulo m,
coefficient par coefficient, fournit un morphisme d’anneaux Z[X]| — (Z/mZ)[X].

A. Généralités sur les polynomes cyclotomiques

Soit n € N*.

27T

l_
n

On notera (, = exp( ), de telle sorte que U, = {(Z’,j ‘ kezl

1. Soit ® € U,,. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Pour toutd € [1,n— 1], » & U,
(i) Pour toutd € [1,n — 1] divisant n, » & U,,.

(iii) I existe k € [[0,n — 1]] premier avec n tel que o = K.

On notera { = C,, pour simplifier.
» L’implication (i) = (ii) est tautologique.
» Supposons (ii). On sait pouvoir trouver k € [[0,n — 1] tel que & = (K. Posons m = k A n et supposons
par ’absurde m > 1.
On a alors (en faisant attention d n’écrire que des exposants entiers) /M = gkn/m — (enyk/m — 1
doncw € U /m» ce qui contredit (ii). Ainsi, k est premier avec n, ce qui montre (iii).
» Supposons (iii) et fixons k premier avec n tel que » = (¥,
Soit d € N* tel que € Uy. En passant aux arguments, l'égalité @ = 1 entraine n | kd. Comme k est

premier avec n, on en déduit n | d. En particulier,d ¢ [1,n— 1].

Quand ces assertions sont vraies, on dit que © est une racine primitive n-iéme de ['unité. L’ensemble
des racines primitives n-iémes de 1'unité sera noté U,,.

On définit maintenant le n-iéme polynéme cyclotomique @, = H X - ).
wel,

2. Déterminer @, pour tout nombre premier p, les polyndmes @, pour n € [[1, 8] et ®;5.

» Pour p premier, la définition des racines primitives de [’'unité montre que @p = U, \ {1}, si bien qu’en
passant par C(X) pour plus de commodité d’écriture :

p_
o XP-1

= = xp-1 P24 ..
= X7 XP7E 4 XP7e 4o + X+ 1
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» On obtient explicitement les polynémes suivants :

d=X-1

Dy =X+1

3 =X-NX-7)
=X2+X+1

Py = (X —)(X+1i)
=X%+1

Os =X+ X3+ X2+ X +1
D = (X =L)X -3)
=X2-X+1
O, =X+ X0+ X+ X3+ X2+ X +1
Dy = (X - (X - X-X-8)
=X2—/2X+1 =X242X+1
=X4+1

(Contrairement a ce que ces exemples pourraient suggérer, les polynomes cyclotomiques peuvent avoir
des coefficients autres que 0 et £1, mais le premier exemple est O14s. En revanche, on verra dans la
suite du devoir qu’ils sont toujours a coefficients entiers.)

» Enfin, en détaillant un peu plus les calculs :

1y = (X =L)X = 6) (X = G)(X = L]y)

racines conjuguées racines conjuguées
= (X2 -3X+1D)X2+3X+1) carcos% = ?
= (X% + 1) — (V3X)?
=X*-X2+1.

3. Montrer X" -1 = H ®,, ou le produit porte sur les diviseurs positifs de n.
d|n
Les deux polynomes sont unitaires et complexes, donc ils sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes
racines, avec les mémes multiplicités. Autrement dit, il s’agit de montrer U, = |_| U,

dn
» Soit w € Uy, Soitd € [[1,n]| le plus petit diviseur de n tel que » € Uy. On a alors w € U : en effet, si ce
n’était pas le cas, la définition (ii) forcerait I’existence d’un diviseur strict d de d tel que » € Ug. Mais

dans ce cas, § serait aussi un diviseur de n, ce qui contredit la minimalité de d.
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Cela montre U, C U Ug
dln
» Soitd, etd, deux diviseurs différents de n, et montrons U d4,"Uy, = @. Quitte a les échanger, on suppose
d; < d,. Tout élément de @dl est alors élément de U, . Dapres la définition (i), il ne saurait étre élément
de [Udz'
» Enfin, pour tout d | n, les inclusions Uy; C U, C U, sont essentiellement évidentes, et elles montrent
Pinclusion réciproque.

4. Soit p un nombre premier et k € N*. Montrer <I>pk = CDp(ka_l).

Les diviseurs de pk forment une chaine 1| p | p? | - | pk=1 | p*.
D’apreés la définition (ii), on en déduit que [Upk = [Up,c \ [Upk_l. En passant la encore dans C(X), on en déduit

ka -1 k-1 (p—1)pk-1 k-1
v FXP e g XPTOP = p(XP ),
-1

5. Calculer @,(1).

Pour tout n > 1, on note P(n) 'assertion

0 sin=1
©,(1)={p s’ilexistek > 1 et p premier tels quen = pk

1 sinon.

Montrons Yn > 1,P(n) par récurrence forte.

Initialisation. On constate que (1) = 0, ce qui montre P(1).
Hérédité. Soitn > 2 tel que Ym € [[1,n — 1]|, P(m). Montrons P(n). On distingue plusieurs cas :
. . k-1
» S’il existe p premier etk > 1 tels quen = pk, on a @, = CIJP(XP ), donc @,(1) = @,(1) =
0+11 4124+ 4177 1= p,
» Sinon, on peut trouverr > 2, py,..., p, premiers distincts et ay, ..., o, € N* tels quen = pi* - py”.

En simplifiant de part et d’autre par X — 1 (ce qui est possible car C[X] est intégre) la relation

Xt—1= HCIJd puis en évaluant en 1, on obtient
din

ZXk = | | D, donc n= | | D ,(1) = ,(1) x | | D ,(1).
k= dln dln dln
d>1 d>1 1<d<n

Mais, d’aprés I’hypothése de récurrence, ce dernier produit s’effondre puisque seuls y contribuent
les diviseurs stricts de n qui sont des puissances de nombres premiers. Ainsi,

[T o= [Ty~ T" =

dn j=1 k=1 \-v—/ =
1<d<n pj

La relation précédente s’écrit doncn = ®,(1) xn, d’ou @,(1) = 1.

Tous les cas ayant été traités, on a montré P(n), ce qui clot la récurrence.
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B. Contenu et lemme de Gauss (1801)

Un polynéme non nul a coefficients entiers sera dit primitif si ses coefficients sont premiers entre eux dans
leur ensemble. On note Z[X],in, I'ensemble des polynémes primitifs.

6. Soit K un corps. Montrer que 'anneau K[X] est intégre.

Par contraposée, il s’agit de montrer que si P, Q € K[X] sont non nuls, alors PQ # 0. Soit doncP,Q € K[X]
et notons n = deg P, m = deg Q. On refait pour ainsi dire la démonstration de deg(PQ) = degP + degQ :

coeff, | ,(PQ) = Zn: coeffy(P) coeft, ., _(Q) = coeff,(P) coeff,,,(Q) # 0,
k=0

car la somme s’effondre : les indices k < n ne contribuent pas car n+m—k > m. On remarque d’ailleurs que
la méme démonstration donne que si A est un anneau intégre, alors A[X] est intégre. (Par récurrence, on en
déduit que I'anneau K[Xy, ..., X,] des polynémes en n variables est intégre, ce qui peut servir d l'occasion.)

7. Soit P € Q[X] non nul. Montrer qu’il existe un unique couple (c, P) € Q% x Z[X]prim tel que P = cP.

On va utiliser intensément lefaitﬂ que pour n+ 1 entiers xg, X1, ... , X, hon tous nuls et un facteur k € N*,

on a pged(kxy, ..., kx,) = k pged(xp, ..., X;,)-

Existence. En réduisant au méme dénominateur les coefficients de P, on trouve d’abord un entier N € N*
tel que NP € Z[X]. Notons (&), la famille de ses coefficients, si bien que NP = Zn: a;. Xk, Posons
d = pged(ag, ay, ..., ay), qui est bien défini car les coefficients de P ne sont pas tous nu];s:?sinon, NP =0,

n
ce qui contredit la non-nullité de P). On a donc obtenu la décomposition P = % Z Lexck,

~ d
E@i k__?v_/

= :PEZ[X]

Reste @ montrer P € Z[X]prim- D’apres la propriété rappelée, on a I’égalité

_ _ b W
d = pged(ag, ..., a,) = dpgcd( 7 d )
si bien que pged (%0, %l) =1 :le polynéme P est primitif.
Unicité. Soitc;,c, € Q% et Py, P, € Z[X]prim tels queP = ¢;Py = c,Py. On écritc; = Z—l etcy = Z—Z, avec

1 2

ay, by, a5,by € N* (il n’est méme pas nécessaire que ces écritures soient irréductibles).
On en déduit I'égalité a;b,P; = ayb,P, entre polynomes de Z[X]. En utilisant la primitivité de P, et
la formule rappelée au début de la question, le PGCD des coefficients de ce polynéme est

albz ngd(Coeﬁo(f)l); eeey Coeﬁn(f)l)) = albz

. . .\ P . L. a a
mais aussi, de maniére symétrique, ayb,. Ainsi, a;by = ayb;, si bien que c¢; = b—l = b_2 =c.
1 2
L1 = 1 1 -
On en déduit que P = c_P = C—P =P,.
1 2

Bonne question. Voyez-vous ot 'on a utilisé la positivité de c; et ¢, dans cette démonstration ?

Ce nombre ¢ € Q7 sera noté c(P) et appelé le contenu du polynéme P.
8. Soit P € Q[X] non nul. Montrer que P € Z[X] si et seulement si ¢(P) € N*.

» SiP € Z[X], on peut noter d € N* le PGCD des coefficients de P, si bien que le polynome P = cllP est

primitif. La décomposition de la question précédente est alors P = dP, si bien que c(P) = d € N*.

1. (Presque) du cours. En tout cas, la version pour n = 1 est au programme de MPSL. Savez-vous le démontrer ?
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» Réciproquement, si c(P) € N*, la décomposition P = ¢(P) E de la question précédente montre
EZ[X]prim
immédiatement que P € Z[X].

9. Lemme de Gauss, premiére version. Montrer que Z[X]prim est stable par produit.

Supposons par I'absurde pouvoir trouver P,Q € Z[X],in, tels que PQ & Z[X] i,

Comme il est clair que PQ € Z[X], cela signifie que les coefficients de PQ ne sont pas premiers entre eux
dans leur ensemble. On peut donc trouver un nombre premier p qui les divise tous, c’est-a-dire qu’en notant
n, ¢« Z[X] > F,[X] la réduction modulo p des polynomes, on a 1t,(PQ) = 0.

Ainsi, TEP(P)TEP(Q) = 0. Par intégrité de [FP[X], on en déduit que (quitte a les échanger), Tcp(P) =0, c’est-
a-dire que le premier p divise tous les coefficients de P. Cela contredit la primitivité de P, et conclut la
démonstration.

10. Lemme de Gauss, deuxiéme version. Soit P;,P, € Q[X] non nuls. Montrer que ¢(P;P5) = c¢(P;)c(P3).
On peut trouver P;,P, € Z[X]prim tels que Py = c(Py) P, et P, = c(P,) P,.
On en déduit P1P2 = C(PI)C(Pz) ?IPZ'
[ —
eQy o
D’apreés la premiére version du lemme de Gauss, on a PPy € Z[X] i, et unicité de la décomposition
montre alors c(P1P5) = c(P1)c(Py).

11. Lemme de Gauss, version originale.lﬂ Soit P;,P, € Q[X] unitaires. Montrer que si le produit P;P,
est a coefficients entiers, alors il en va de méme de P et P,

Le point clef est que le contenu d’un polyndéme unitaire est I'inverse d’'un nombre entier. En effet, soit P €

. , A T 1 . . .
Q[X] unitaire, et notons n son degré. Le polynéme primitif P = @P est notamment a coefficients entiers,
et on observe en examinant les coefficients de degré n que coeff,(P) = L, si bien que ¢(P) = ;N
c(P) coeff,(P)

est l'inverse d’un entier (et méme d’un entier > 0, puisque le contenu est positif).

. . 1 1 s s L .
Soit maintenant my,my € N* tels que ¢(P;) = et c(Py) = P D’aprés la deuxiéme version du lemme

de Gauss et la question c(P1Py) = c(P1)e(Py) = —
1My
On en déduit mymy = 1, puismy = my = 1, si bien que ¢c(P1) = 1 = c(Py).

est un entier.

En utilisant & nouveau[8] on en déduit que Py et Py sont d coefficients entiers (et méme qu’ils sont primitifs,
mais ¢a n’est pas une grande nouvelle car on les savait déja unitaires et a coefficients entiers).

12. Descente de la divisibilité. Soit A € Z[X];i, et B € Z[X]. On suppose que A divise B sur Q,
c’est-a-dire 3Q € Q[X] : B = AQ. Montrer que A divise B sur Z, c’est-a-dire 3Q € Z[X] : B = AQ.
Soit Q € Q[X] tel que B = AQ.

» SiB=0,0naB=Ax0, A divise bien B surZ.

» Dans le cas contraire, on sait que A et Q ne sont pas nuls, et on peut utiliser le lemme de Gauss :
¢(B) = c(A)c(Q). D’apres les hypothéses, c(A) = 1 et c(B) € N*, donc c(Q) € N*. La question[8] montre
alors que Q € Z[X], si bien que A divise B sur Z.

13. Donner un exemple montrant que, dans la question précédente, on ne peut pas omettre ’hypothéese de
primitivité de A.
C’est un peu idiot : 2X divise X sur Q (ils sont méme associés) mais pas sur Z. On peut faire plus discret

(par exemple, 2(X — 1) divise X2 — 3X + 2 sur Q mais pas sur Z) ou moins discret (2 divise 1 dans Q[X]
mais pas dans Z[X]), mais la mécanique est toujours la méme.

2. Pour étre tout a fait honnéte, la version originale est : « 42. Si coefficientes A,B,C...N;a,b,c...n duarum functionum formae
x™+ Ax™ 1+ Bx™ 24+ Cx™3 ...+ N (P) K +axt T +bx" 2 +ex' 3. +n(Q) omnes sunt rationales, neque vero omnes integri,
productumque ex (P) et (Q) = x4 YL 4 B2 4 epe + 3 omnes coefficientes A, B ... 3 integri esse nequeunt. »

Lycée Sainte Geneviéve — MP* 5 Devoir n°1: 7 septembre 2026 [corrigé]



14. Soit m € N*. Construire un polynéme IT € Z[X] tel que {P e 7[X] ’P (%) _ o} = {1Q|Q e Z[XJ}
Soit P € Z[X]. On a la chaine d’équivalences

P(1/m)=0e3Qe€Q[X] : P=X-1/m)Q (lemme de factorisation sur Q)
=3QeQ[X] : P=(mX—-1)Q
< 3QeZ[X]: P=(mX-1)Q (carmX —1€ Z[X]prim),

donc le polynéme Il = mX — 1 convient.

15. Application aux polynémes cyclotomiques. Soit n > 1. Montrer que @, est un polynéme a

coefficients entiers. Quel est son coefficient dominant ?

Pour tout n € N*, on note P(n) Uassertion « ®, est un polynome unitaire de Z[X] ».
Montrons ¥Yn € N*,P(n) par récurrence forte.E|

Soitn € N* tel que Vk € [[1,n — 1], P(k). Montrons P(n).

La question|3.| montre que X" — 1 = &, x H R

dn
d<n

::Q

D’apres Uhypotheése de récurrence, tous les facteurs apparaissant dans le produit définissant Q sont des
polyndémes unitaires a coefficients entiers. Il s’ensuit que Q lui-méme est unitaire a coefficients entiers
(crucialement, cette propriété reste vraie si le produit est vide).

Comme X" — 1 est lui-méme unitaire, 'examen des coefficients dominants montre déja que ®,, est unitaire.
Ensuite, Uécriture X" — 1 = &, Q (que l'on peut voir comme une division euclidienne « tombant juste »
dans C[X]) montre queff| @, € Q[X]. En effet, on peut utiliser la partie « existence » du théoréme sur la
division euclidienne sur Q pour trouver S,R € Q[X] tels que X" — 1 = SQ + R et degR < deg Q. Mais la
partie « unicité » du théoréme sur C montre alors S = ®,, donc @, € Q[X] (et R = 0). Notons qu’a chaque
fois, le théoréme est applicable car Q est unitaire, donc non nul.

Nous avons donc maintenant deux polynémes unitaires ®,,Q € Q[X] dont le produit X"—1 est d coefficients
entiers. La version originale du lemme de Gauss entraine que ®,, € Z[X], ce qui conclut.

. - . , u u . . .
16. Soit P = Z ai Xk e 7[X] un polynoéme de degré n. On note v—l, e Vr ses racines rationnelles, écrites
= 1 r

sous forme irréductible et répétées selon leur multiplicité. Montrer que v; - v, | a,, et u; - u, | ay.

.
D’apres le lemme de factorisation, le polynome Q = H (X - %) € Q[X] divise P. Mieux, en multipliant
k=1 k

-
par vy v, € Q%, le polynéme Q = H(ka — ) € Z[X] divise P dans Q[X]. Mais ce polynéme est

primitif : en effet, pour tout k € [[1, r]],kzz]i et v sont premiers entre eux donc X — w € Z[X] i, D'apreés
la premiére version du lemme de Gauss, on en déduit que Q € Z[X]im-

Par descente de la divisibilité, Q divise donc P dans Z[X]. On en déduit que le coefficient constant de Q
divise celui de P, et idem avec le coefficient dominant. Autrement dit, (—1)"u; ---u, | ay (mais le (—1)" est
inversible dans Z, donc il ne joue aucun role) et v; - v, | a,.

17. Montrer que le polyndme X3 — 2X + 7 est irréductible dans Q[X].

Un polynéme non irréductible P € K[X] de degré 3 se factorise nécessairement sous la forme P = P{P,,
avec Py et Py € K[X] de degrés respectifs 1 et 2. Comme tout polynéme de degré 1 posséde une racine, on
en déduit que P posséde lui aussi une racine (dans K). Par contraposée, on vient de montrer une condition

3. Pour la beauté du geste, je vais faire une récurrence forte non initialisée. Je vous laisse méditer pour comprendre pourquoi
c’est correct, ou faire les modifications vous-mémes.

4. Je vais refaire I’argument mais c’est un point (presque ?) de cours a retenir : si K est un sous-corps de L et que deux polynémes
A,B e K[X] vérifient que B divise A dans L[X], alors B divise déja A dans K[X] : ¢’est une autre forme de descente de la divisibilité,
plus simple car elle ne met en jeu que des corps.
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suffisante d’irréductibilité tres particuliére: tout polynéme de degré 3 ne possédant pas de racine dans un
corps contenant ses coefficients est irréductible sur ce corps.

Si P = X3 — 2X + 7 avait une racine rationnelle % (sous forme irréductible), la question précédente
entrainerait quev | 1 etu | 7. Il n’y a donc que quatre possibilités, a savoir £1 et £7, et on les exclut
facilement. De degré 3 et sans racine rationnelle, P est irréductible sur Q.

C. Irréductibilité de polynomes a coefficients entiers

On « rappelle » que si K est un corps, un polyndme non constant de K[X] est dit irréductible s’il est impossible
de I’écrire comme un produit de polynémes non constants de K[X].

On fixe par ailleurs un nombre premier p, et on note & : Z[X] — F,[X] le morphisme d’anneaux obtenu
par réduction modulo p.

18. Condition suffisante d’irréductibilité. Soit P € Z[X] unitaire non constant tel que n(P) € F,[X]
soit irréductible. Montrer que P est irréductible dans Q[X].

Soit Q,R € Q[X] tels que P = QR. On a c¢(Q)c(R) = 1 donc, quitte a diviser Q et R par leurs contenus,
on peut supposer Q,R € Z[X]prim. Les coefficients dominants de Q et R sont deux entiers dont le produit
vaut 1, donc tous les deux égaux a +1. En particulier, deg Q = degm(Q) et degR = deg n(R).

On peut maintenant appliquer le morphisme de réduction modulo p : on a i(P) = n(Q)n(R). Par irréducti-
bilité de m(P) sur [, on en déduit que n(Q) ou (R) est constant. Comme on I'a vu, la réduction modulo p
n’a pas changé les degrés, donc Q ou R est constant.

Cela montre que P est irréductible sur Q.

n
19. Critére d’Eisenstein. Soit P = Z a;. Xk € Z[X] unitaire de degré n > 1. On suppose que vp(ag) = 1et

k=0
Vk € [1,n— 1], vy(a) > 1, ot v, désigne la valuation p-adique.
Montrer que P est irréductible dans Q[X].

Soit Q,R € Q[X] tels que P = QR. Notons q = deg Q et r = degR.

Quitte a multiplier Q et R par des constantes non nulles, on peut les supposer unitaires, et la version
originale du lemme de Gauss entraine qu’il s’agit méme de polynomes a coefficients entiers. On peut alors
appliquer le morphisme d’anneaux n et obtenir i(P) = n(Q)n(R). Notons que n(Q) et (R) sont aussi
unitaires, de degrés respectifs q et r.

Une partie des hypothéses montre que n(P) = X™. Les polynémes n(Q) et (R) étant deux diviseurs de X",
ils ne peuvent pas avoir d’autres facteurs irréductiblesﬂ que X. Vu qu’il s’agit de polyndémes unitaires dont
on connait les degrés, on a ainsi 1(Q) = X7 et t(R) = X"

Siq etr étaient tous les deux > 0, les deux polynomes n(Q), n(R) € [FP[X] auraient des coefficients constants
nuls, c’est-d-dire que Q et R auraient des coefficients constants multiples de p. On aurait alors la divisibilité
p* | ag = Q(0)R(0), ce qui contredit I’hypothése v(ag) = 1.

Ainsi, g our est nul, ce qui entraine que Q ou R est constant, et conclut.

20. Soit n € N*. Montrer qu’il existe un polynome irréductible de degré n dans Q[X].

Pour tout p premier, le polynome X" — p vérifie les hypothéses du critére d Eisenstein, donc il est irréductible

dans Q[X].
21. Soit K un corps et P € K[X]. Montrer que P est irréductible dans K[X] si et seulement si P(X + 1) I’est.

On pourrait le rédiger de beaucoup de facons différentes mais (en trichant un peu sur la chronologie), je vais

5. Elle fonctionne en degré 3 mais aussi en degré 2, avec essentiellement la méme preuve, mais devient fausse juste ensuite. Par
exemple, le polynome réel (X2 + 1)? n’est clairement pas irréductible, mais il ne posséde pas de racine réelle.

6. Si on aun peu peur de faire ainsi de I'arithmétique dans [F[X], il est aussi possible de regarder les valuations de (Q) et T(R),
c’est-a-dire le plus petit degré d’un de leurs monémes non nuls. On voit que la somme des deux valuations doit valoir g + r, qui est
déja le degré de leur produit, donc la valuation de 7(Q) est nécessairement q et celle de (R), r, ce qui les force & étre des mondmes.
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remarquer que la définition d’un élément irréductible dans un anneau intégre est en fait déja invariante
par isomorphisme. Soit ¢ : A — B un isomorphisme d’anneaux, que I’on suppose intégresﬂ Soita € A
irréductible, et montrons que ¢(a) € B Lest aussi.

» Déja, comme ¢ est un isomorphisme, ¢(a) n’est pas inversible : s’il I’était, on aurait

ap” (@™ =9 (p@ep@ =971 (1) =1,

ce qui forcerait Iinversibilité de a, exclue par irréductibilité.

» Soit maintenant x,y € B tels que ¢(a) = xy. On en déduit que a = ¢~ (xy) = 9~ 1(x)¢~1(y). Par
irréductibilité de a, 9~ 1(x) ou ¢~1(y) est inversible, ce qui entraine comme on I’a vu que x ou y est
inversible, et clot la démonstration.

On a donc montré que pour tout a € A, Uirréductibilité de a entraine celle de ¢(a). En appliquant cela a
Uisomorphisme réciproque =1 : B — A, on obtient I'implication réciproque.

Pour conclure, il suffit donc de vérifier que T : P — P(X + 1) est un isomorphisme de ’anneau K[X].
Les propriétés de morphisme sont claires, et on constate immédiatement que P — P(X — 1) fournit une
réciproque a T.

22. En déduire que @, est irréductible dans Q[X].

En prenant la question précédente comme une indication peu discréte, on va montrer que P : = ® (X + 1)
est irréductible. En menant habilement les calculs dans Q(X) (ou C(X)), on a :

X+1D)P-1 X+1)P-1 & _
P:<1>p(x+1)=((XJ;I))_1 = ¢ +X) :];(i)xk L

On constate qu’il s’agit d’un polynéme unitaire a coefficients entiers.

» Pour toutk € [[1,degP —1] = [[1, p—2]|, on a coefti(P) = (kf 1). Or, on sait queVt € [[1,p—1], p |
(f), donc vp(coeffy(P)) > 1.

» Enfin, v,(coeffy(P)) = v, ((f)) =vy(p) =1

Le critére d’Eisenstein s’applique donc : @ ,(X + 1) est irréductible, et @, aussi.
Remarque. Essentiellement la méme démonstration fonctionne pour montrer Uirréductibilité de @ ok Le
cas général nécessite de nouvelles idées.

D. Cyclicité de [,

Soit p un nombre premier. Dans cette section, pour tout m € N*, on notera ®,,, = (®,,) € F,[X] la réduction
modulo p du m-iéme polyndme cyclotomique.

On note [ le groupe des inversibles de [, c’est-a-dire le groupe ([, \ {0}, x).

23. Soit x € [F. Montrer qu’il existe m = m(x) € N* minimal tel que x™ = 1, puis que m(x) divise p — 1.

La « bonne réponse » serait de citer le théoréme de Lagrange, que nous allons voir trés bientot, mais que
vous avez peut-étre déja vu en premiére année. Je vais néanmoins utiliser un résultat de théorie des groupes,
a savoir la classification des sous-groupes de Z.

L’ensemble A(x) :={n € Z|x" = 1} est un sous-groupe de Z : on peut par exemple le voir comme le noyau
du morphisme de groupes Z — [}, défini par n — x". On peut donc trouver m € N tel que A(x) = mZ.
Par ailleurs, le petit théoréme de Fermat garantit que pour tout entier k premier a p, kP! = 1 (mod p),
c’est-a-dire plus abstraitement que Yx € F5,«kP~! = 1. En particulier, p — 1 € A(x), ce qui forcem a étre
un diviseur de p — 1, et en particulier a étre non nul. Ainsi, A(x) N N* = {m, 2m,3m,...}.

7. Evidemment, comme ils sont isomorphes, il suffirait en fait de supposer un des deux intégre...
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Vu sa définition, m est bien le plus petit entier > 0 tel que x™ = 1.
24. Montrer que le polynéme XP~!1 —1 ¢ F,[X] est scindé a racines simples et déterminer ses racines.

A nouveau, le petit théoréme de Fermat dit que Vx € F5,xP~! = 1, c’est-a-dire que les p — 1 éléments de
5 = F, \ {0} sont racines de XP~1 — 1. Cela force le polynome a étre scindé a racines simples.

25. Montrer que le polynéme ®,_; € F,[X] posséde (au moins) une racine z € [,

OnaXPl-1= P, H D4 0u Py, g et Q sont unitaires et éléments de Z[X].

Remarquons que @, posséde au moins une racine complexe : la définition (iii) montre qu’au moins
{p1€ [Dp_l. Ainsi, deg®,,_; > 1.

En appliquant 7t et en notant Q = n1(Q), on en déduit XP~1 — 1 = 51)_1@, donc 6p—1 divise XP~1 — 1,
Comme @, était unitaire de degré > 1, il en va de méme de ®,_;. Il posséde donc au moins un facteur
irréductible F. Comme 6p_1 divise XP~1 — 1, le polyndéme irréductible est également un des facteurs
irréductibles de XP~! — 1. Comme celui-ci est scindé, le facteur F doit étre de degré 1. Il posséde donc une
racine, et 6p_1 aussi.

26. Soit d € N* un diviseur de p — 1 strict, c’est-a-dire différent de p — 1.
Montrer que (X9 - 1)<I>p_1 divise XP~! — 1 et en déduire z9 # 1.

La définition (i) des racines primitives de ['unité montre que U; N @p_l = @, si bien que

(X4 - l)CDP_l = H X —w) divise H X-w)=XP"1-1.

0eUlU, €U,

Comme dans la question précédente, on peut trouver R € Z[X] unitaire tel que XP~! —1 = (X9 — D®, 1R
puis, en réduisant modulo p : XP™!1 —1 = (X9 - 1)61,,1?, done (X4 — D®,_; divise XP1 -1,

Si l’on avait z8 = 1, I’élément z € [F;7 serait d la fois racine de X4 — 1 et de 51,_1, donc il serait racine
multiple de XP~1 — 1, ce qui contredit le caractére scindé a racines simples de ce polynome.

- -2
27. Montrer m(z) = p— 1 puis Fjy = {20, 2,...,2/7*}.
On sait que m(z) est un diviseur de p — 1. La question précédente montre qu’il ne peut pas s’agir d’un
diviseur strict de p — 1, doncm(z) = p — 1.
» Comme z € F}, I'inclusion réciproque est évidente.

» Montrons que les z' (pour 0 < i < p — 2) sont distincts. Dans le cas contraire, on peut trouver
0<i<j<p-—2tels quez = 2. En simplifiant par Z', on trouve k € [[1, p — 2] tel que z* = 1, ce qui
contreditm(z) = p — 1.

» Ainsi, |{z0, 21, ..., z2P7%}| = p — 1, ce qui montre I’égalité par inclusion et égalité des cardinaux.

E. Lemme de Hensel et congruences modulo p*

On fixe dans cette derniére section un nombre premier p et un polynéme P € Z[X].

28. Soitae Zetk € N*,
Montrer que [a], € [, est inversible si et seulement si [a] ok € Z/ p*Z est inversible.

On sait que, pour tout n > 2, la classe [al,, € Z/nZ est inversible si et seulement si a et n sont premiers
entre eux. Il s’agit donc de montrer que a et p sont premiers entre eux si et seulement si a et p¥ le sont.

Or, on a pgcd(a, P) _ pmin(l,vp(a)) et pgcd(a, Pk) _ pmin(k,vp(a))
malité équivalent a v,(a) = 0 (et sont donc équivalentes entre elles).

, si bien que les deux conditions de copri-
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29. Soit a,h € Z et k € N*. On suppose h = 0 (mod pK). Montrer que P(a + h) = P(a) + P’(a) h (mod p%k).

n
Posons P = P(a + X), qui est encore un polynome de Z|X] et que l'on note Zkak. On remarque
k=0
n n

que P = by + b;X + X2 Z b Xk=2 : on a ainsi trouvé un polynome Q = Z hXk=2 € 7[X] tel que
Lo . k=2 k=2

P = P(0) + P/(0)X + X2Q.
Autrement dit, P(a + X) = P(a) + P’(a)X + X2Q pour un certain polyndome Q € Z[X]. Maintenant, la
condition p¥ | h entraine p2k | h?, si bien que p** | h2Q(h) et que donc P(a+ h) = P(a) +P’(a)h (mod p%k).

30. Lemme de Hensel. Soit a € Z et k € N*. On suppose P(a) = 0 (mod p¥) et P’(a) # 0 (mod p).
Montrer qu’il existe @ € Z tel que @ = a (mod p¥), P(@) = 0 (mod p?k) et P’(&) # 0 (mod p).

Le point-clef des deux prochaines questions est que la résolution habituelle des équations du premier degré
(0x + P =0 < x = —a!B), que nous avons I’habitude de pratiquer dans un corps, est en fait valable dans
n’importe quel anneau (méme non commutatif), pourvu que o soit inversible. Une fois cela compris, on
peut rédiger assez rapidement.

Comme P’(a) # 0 (mod p), la question |28 entraine I'inversibilité de P’(a) modulo p?* : on peut trouver
\ € Z tel que AP’(a) = 1 (mod p?K). Posons alors a = a — AP(a). Vérifions les trois propriétés.

a est solution modulo p%. On a

P(a - )\P(a)) = P(a) + (~\P(a))P’(a) (mod p2) (questionﬂ)
= P(a) — P(a) = 0 (mod p?k),

si bien que P(@) = 0 (mod p%v).
a est «proehe-de—a congru a a modulo pF. Comme pF | P(a), @ = a— AP(a) = a (mod pk).

P’(a) reste non divisible par p. C’est en fait une conséquence de la propriété précédente.
En effet, P’ € Z[X] et les polynémes a coefficients entiers respectent les congruenceslﬂ au sens ou,
pour tous b,c € Z et toutn > 2, on a¥Q € Z[X],b = ¢ (mod n) = Q(b) = Q(c) (mod n).
En particulier, la congruence a = a (mod pk) entraine P’(@) = P’(a) (mod p*) et donc la congruence
plus grossiére P’(a) = P’(a) # 0 (mod p).

31. Montrer qu’avec les notations précédentes, a est unique modulo p?f : si @ vérifie les mémes propriétés,
alors @ = a (mod p2k).
Soit a tel que P(@) = 0 (mod p¥) et @ = a (mod pK) (comme on I'a expliqué a la question précédente, la
troisiéme propriété est une conséquence de la deuxiéme donc je ne la suppose pas explicitement).
On peut alors trouver h € Z multiple de pF tel que a = a + h.

On reprend la définition de I’entier \ de la question précédente.
La question|29 | entraine 0 = P(a) = P(a) + P’(a)h (mod p?k), donc

h=AP’(a)h = —\P(a) (mod p2)
donc  a=a+h=a—-A\P(a)=a(mod p%).

8. C’est vraiment une propriété a connaitre, presque du cours. Elle n’est d’ailleurs pas difficile a démontrer. En effet, par des
combinaisons Z-linéaires, il suffit de vérifier cette propriété pour les polyndmes Q = XX, ce que I’on peut faire au choix en utilisant
de facon répétée les régles de multiplication des congruences ou d’un coup en utilisant la formule de Bernoulli (pour k > 1) :

ko1
bk—ck=(b-rc) Z bick—1-i,
=0
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32. En déduire que si a € Z vérifie P(a) = 0 (mod p) et P’(a) # 0 (mod p), alors pour tout k € N*, il existe
un entier oy € Z, unique modulo Pk, tel que P(ay) = 0 (mod Pk et o = a (mod p).

» Commencons par démontrer la propriété pour les exposants k qui sont des puissances de 2. Pour j € N,
notons H(j) I'assertion « il existe un entier a,;, unique modulo p?, tel que P(a,;) = 0 (mod p?) et
o, = a (mod p). » Montrons Vj € N,H(j) par récurrence.

Initialisation. L’assertion H(0) affirme l’existence d’un entier oy € Z, unique modulo p, tel que
P(ot;) = 0 (mod p) et o; = a (mod p).
C’est automatique : oy = a convient, et il est le seul, modulo p. Cela montre H(0).
Hérédité. Soitj € N tel que H(j). On dispose en particulier d’un entier a,; vérifiant les propriétés
énoncées.
Existence. On souhaite appliquer la question|30.a Uentier k = 2/.
On a déja hypothése P(at,;) = 0 (mod p?). Par ailleurs, comme on I'a expliqué en résolvant
la question la congruence a,; = a (mod p) entraine P’(a,;) = P’(a) # 0 (mod p).

. ) L o j+1
Ainsi, on trouve un nouvel entier ;.1 = &, vérifiant les conditions P(at,+1) = 0 (mod p2)

)

®yt1 = 0ty (mod pzj) et P’(oyj41) # 0 (mod p). La deuxiéme de ces conditions entraine
notamment o, = a (mod p).

Unicité modulo pzj“. Soit &, & deux entiers tels que

P(&) = 0=P(&) (mod p?"") et  &=a=a(mod p).

La premiére de ces congruences reste notamment vraie modulo p?.
D’aprés H(j), on a donc & = & (mod p?). La deuxiéme entraine que P’(&) # 0 (mod p),
comme on l’a déja dit deux fois.

La question précédente nous permet alors d’en déduire & = & (mod p2j+1), ce qui conclut.
Cela montre H(j + 1) et clot la récurrence.

» Passons maintenant au cas des exposants généraux. Soit k € N*.

« On peut trouver j € N* minimal tel que 2/ > k : la solution o,; trouvée au point précédent vérifie
déja o,y = a (mod p) et P(a,;) = 0 (mod pzj), ce qui donne a fortiori la congruence modulo p*
demandée.

. Soit &,6 € Z tels que P(@) = 0 = P(&) (mod p¥) et & = a = & (mod p) (ce qui entraine
P’(&) # 0 # P’(&) (mod p)).

D’apres le lemme de Hensel, on peut trouver deux entiers [3[3 € Z tels que [3 = & (mod pk) et
P(B) =0 (mod p?k), et idem pour les versions chapeautées.

La minimalité de j entraine 2k > 2/ donc on a P(B) = 0 (mod p?) et idem pour la version
chapeautée. Vu le premier point, on en déduit p = oy = B (mod pzj) et donc pp = B (mod pk), ce
qui conclut.

Deux remarques culturelles pour le prix d’une.

» Le lemme de Hensel et le corollaire que 'on vient de montrer (souvent aussi appelé lemme de Hensel,
il existe d’ailleurs énormément de variantes, notamment avec plusieurs variables) sont des versions
arithmétiques de la méthode de Newton.

Autour d’une solution « approximative », on remplace I’équation par sa tangente (comme dans la
question[29]), ce qui fournit une équation affine facile a résoudre, dont la solution a est (on Uespére)
plus proche de la véritable solution cherchée.
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y =P(x)

y =P(a) + P’(a)(x — a)

Il ne reste plus qu’a itérer le procédé. Dans les cas favorables, on obtient des approximations de plus
en plus fines de notre solution. Pour une fonction f de classe C? possédant un zéro « simple » (c’est-
a-dire que f(x) = 0 mais f’(x) # 0), on obtient en partant suffisamment prés de x une convergence
quadratique, c’est-d-dire que la suite de solutions approchées (x,),cn Vérifie x, = x + O(p?") pour un
certain p € |0, 1[.

» L’analogie arithmétique est qu’ici, on mesure la proximité entre deux entiers a et b non pas naivement
a l'aide de |a — b|, mais arithmétiquement en disant que a et b sont d’autant plus proches qu’ils
sont congrus modulo une trés grande puissance de p : c’est la topologie p-adique, une autre fagcon
d’obtenir une information de plus en plus fine sur un entier. Grossiérement, pour p = 10 (on va ignorer
pudiquement qu’il ne s’agit pas d’un nombre premier), le premier type d’approximation nous révéle
peu a peu les chiffres les plus a gauche, alors que le second nous révéle peu a peu les chiffres les plus a
droite d’'un nombre donné.

Par exemple, modulo 5, x = 2 est une racine de X2 + 1. Le lemme de Hensel nous trouve alors
successivement des solutions modulo 52’ : les classes

[2]5, 7125, [182] 625, [280 182]399 625» ---

sont toutes racines de X2 + 1 dans leurs anneaux Z /527 respectifs, et elles sont compatibles au sens
ot chacune est envoyée sur la précédente par le morphisme m; : 7/527 - 7/5?"'7.

Ces solutions ne semblent pas « converger » vers un nombre entier, ce qui n’est guére surprenant car
X2 + 1 n’a pas de racine réelle. Mais elles décrivent quand méme une solution dans un anneau trés
riche, celui des entiers 5-adiques

Zs ={()jen € [ [@/57D)| Vi € N* () = x4
jeN

qui joue pour cette notion de proximité 5-adique le méme role que R pour la notion de proximité
usuelle.
Il est difficile d’exagérer 'importance de ce point de vue p-adique en théorie des nombres moderne.

33. Montrer que pour tout entier n € N, il existe x € Z tel que 2" | x> + 7.

C’est une application directe de la question précédente pourP = X3 +7 € Z[X] et p = 2.
On constate que P(1) = 8 = 0 (mod 2) et P’(1) = 3 # 0 (mod 2), donc il existe pour tout n € N un entier
x € Z tel que x> +7 = 0 (mod 2").

Terminons par un dernier calcul, sans lien direct avec le lemme de Hensel.
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34. On suppose p impair. Montrer Yk € N*, (1 + p)Pk =1+ p**1 (mod pk+2).

Pour tout k € N*, on note C(k) l’assertion «(1 + p)Pk =1+ pk*1 (mod p**2) ». Montrons Vk € N*, C(k)
par récurrence.

Initialisation. On a

p .
A+pf =Y (’?)p’
=0\
=1+ (f)p+ (lz))pz (mod p3)
=1+ p? (mod p?)

la premiére congruence étant justifiée par le fait que, pour tout j > 3, le terme p/ sera multiple de p>,

et la seconde par le fait que <§) = pp ; ! est multiple de p : c’est la qu’on utilise 'imparité de p.

Hérédité. Soit k € N* tel que C(k). On peut donc trouvera € Z tel que (1 + p)pk =1+ phtl 4 gpk+2,
On en déduit

(+ ) = (a4 p)?)
— (1 + pk+1 +apk+2)p

=1+ (f)pkﬂ n (fl’)apk+2 (mod pk+3)
=1+ pk+2 (mod pk+3),

la premiére congruence étant justifiée par le fait que tout terme obtenu en « piochant » deux facteurs
différents de 1 sera multiple de p?*+2 et donc de pk+3.

35. Avec un peu de théorie des groupes, les questions[27] et [34] permettront de montrer le résultat suivant.
Théoréme. Soit p un nombre premier impair et k > 1. Alors le groupe multiplicatif (Z/ pkZ)
est cyclique, c’est-a-dire que I'on peut trouver z € (Z/pkZ)* tel que (Z/p*2)* = {z"|n € Z}.

Montrer que la propriété correspondante est fausse pour (Z/82)*, puis pour (Z/2K7)*, dés que k > 3.

» Ona(Z/87) ={[1lg,[3]s,[5]s.[7]s} et un calcul direct montre que 1> = 32 = 52 = 72 = 1 (mod 8),
si bien que, pour tout z € (Z/82)*, I'ensemble {z" |n € Z} posséde au plus deux éléments.
Dit plus conceptuellement, le groupe multiplicatif (7 /82)* est isomorphe au groupe de Klein (Z/27)?
et non pas au groupe cyclique Z /4Z.
» Soit k > 3. Commencgons par justifier que la réduction modulo 8 fournit un morphisme de groupes
surjectifo : (Z/2kz2)* — (2/82)".
. Simq,my € Z vérifient m; = m, (mod 2K), alors m; = my (mod 8), c’est-a-dire [my]g = [my]s.
Cela montre que I'application @ est bien définie.
o Soit x1,x, € (Z/25Z)* : on peut trouver my, my, € Z tels que x; = [my ], et xp = [my],r. On a alors

o(x1xp) = (D([mlmz]zk) = [mymylg = [my]g[ma]s = @(x)o(xy),

donc o : (Z/2k7)* — (Z/8Z)* est un morphisme de groupes.

 Reste a montrer que ® est surjectif.ﬂ Pour cela, soit y € (Z/8Z)*. On peut trouver m € Z premier
avec 8 tel que y = [m]g. Mais « premier avec 8 » ou « premier avec 2k » sont juste des maniéres
compliquées de dire « impair », donc x := [m]y € (Z/ 2kZ)< et y = o(x), ce qui conclut.

9. Clest la seule partie de la démonstration qui ne soit pas complétement générale (de « I’abstract nonsense ») : en général,
tout morphisme d’anneaux A — B induit un morphisme de groupes multiplicatifs A* — B*, mais celui-ci n’a aucune raison d’étre
surjectif, méme si le morphisme d’anneaux I’était, comme le montre par exemple le cas de la réduction w5 : Z — Z/5Z modulo 5.
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Si l'on pouvait trouver z € (Z/2Kk2)* tel que (Z/2k7)* = {zn|n € Z}, on aurait directement en

appliquant @ Uégalité (Z/8Z)* = im® = {@(2)"* |n € Z}, ce qui contredirait le premier point.

Remarques.
» On peut en fait montrer que le groupe (Z/2K7)* est isomorphe 4 Z/27 x 7/ 2k=27.
» Méme si la démonstration est un peu plus élaborée, on peut montrer que dés que deux entiersr,s € N*
vérifient r | s, la réduction modulorZ/sZ — Z/rZ (morphisme d’anneaux) induit un morphisme de

groupes surjectif® : (Z/s2)* — (Z/rZ)*.
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